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روجر ف. شيرهى 
أساتذة الرياضيات بحامعة ميتشجان 


ترجمة ومإجعة 


دكتور 

بد يع دوقي ىول حسن 
استاد الرياضيات 

كلية العلوم - جامعه القاهرة 
دکتور 

hele)‏ عبد اله رامین 
Steel‏ الربإضيبات المساعد 

PDL! العلوم - جامعة‎ AS 


5 aM 
دار مأكجروهيل للشثر‎ r 


تيويورك . سانت فويس . سان فرنسيسكو . اوكلاند. بوجوتا . دوسلدورف . جوهانسبرج . لفدن . مدريد. 
مكسيكو . مونتريال . نيودلهي . ناما . باریس . ساوباولو . ستغافورة . سيدتى . طوكيو . ap‏ . 


او 
5 
pe‏ 


حقوق التأليف ۱۹٦۱۰ ۰ ۱۹٤۸‏ ۰ 191/4 . دار ماكجروهيل 
للدشر . انك . جميع الحقوق محفوظة 
Complex Variables‏ 
And‏ 
Application‏ 
الطبعة العربية ۱۹۸١‏ تصدر بالتعاون مع المكتبة الأكاديية بالقاهرة 
ABC‏ ودار المرج للنشر المملكة العربية السعودية - الرياض 
ص.ب ۱۰۷۲۰ 
لا يجوز نشر أى جزء من هذا الكتاب أو اختزان مادته بطريقة 
الاسترجاع أو نقله على أى وجه أو بأى طريقة سواء كانت الكترونية أو 
ميكانيكية أو بالتصوير أو بالتسجيل أو خلاف ذلك إلا بموافقة الداشر 
على هذا كتابة ومقدما . 
ISBN 0-07-010855-2‏ 
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هذا الكتاب هو الصورة المنقحة من الطبعة الثانية التى صدرت سنة ١95٠‏ من 
تأليف المؤلف الأول ر. فى تشر شل RV. Churchill‏ . وقد استخدمت تلك الطبعة » 
تامأ ما استخدمت الطبعة الأولى من نفس المؤلف » ككتاب درامى لمقرر تمهيدى لمدة 
فصل دراسى واحد فى نظرية وتطبيقات دوال المتغير المركب . فى هذه الطبعة المنقحة 
حافظنا على المستوى الأساسبى JSALy‏ العام للطبعتين السابقتين . 

وقد تركز الجهد الأسباسى للمؤلفين عند إعداد هذه الطبعة المنقحة فى تطوير أسلوب 
العرض وزيادة إيضاح التعريفات ونصوص النتائج . وقد قمنا أحياناً بتبديل ترتيب بعض 
الموضوعات وذلك من أجل تحقيق تسلسل أفضل لادة الموضوع » كا أننا قد أضفنا عددا 
من التذييلات التى تشير إلى بعض النتائج من حساب التفاضل والتكامل للمتغير 
الحقيقى . علاوة على ذلك فقد أضفنا عددا من القارين الجديدة وذلك من أجل زيادة 
تطوير موضوعات معينة فى الكتاب » کا أنه تم تغيير تمرينات أخرى من أجل زيادة 
الايضاح . 

من بين التغييرات الحددة ATV‏ جلاءا هو التقديم الميكر لصيغة أويلر » وتقديم بند 
جديد عن كرة Okey‏ » الباعث المباشر لتقديم الدالة الأسية للمتغير المركب كدالة شاملة 
مساوية لمشتقتها » واستخدام أكثر حرصا لنقطة اللانهاية عند دراسة التحويلات الخطية 
الكسرية » وإضافة بند جديد عن متتابعات الأعداد المركبة » ومعالجة مستفيضة لدأ 
السعة ونظرية روشيه . 

الهدف الأول - LE‏ ما كان الحال فى الطبعتين السابقتين - من هذا التنقيح هو أن 
نقدم بأسلوب دقيق ومتكامل ذاتيا تلك الأجزاء من النظرية التى تلعب دورا رئيسيا فى 
تطبيقات هذا الموضوع . أما الهدف الثانى فهو تغطية تمهيدية لتطبيقات البواق والرواسم 
الحافظة للزوايا الموجهة . وقد أعطي اهتام حاص لاستخدام الرواسم الحافظة للزوايا 


الم جهة فى حل مسائل الشروط الحدية التى تظهر عند دراسة التوصيل الخرارى » وجهد 
الكهرباء الساكنة » وسريان السوائل . بهذا يمكن اعتبار هذا الكتاب كمجلد مصاحب 
لكتابى ر .فی . تشرشل المعنونين “Fourier Series and Baundary Value Problems”‏ 
“Operational Mathematies”’ 5‏ حيث os ye‏ طرق تقليدية أخرى لحل مسائل الشروط 
الحدية . والكتاب الثانى المذكور هنا يحوى Lal‏ تطبيقات للبواق Gh‏ بتحويلات 
لابلاس . 

الأبواب التسع الأولى من هذا الكتاب » مع تبديلات متعددة من الأبواب الباقية » 
شكلت لعديد من السنين الحتوى الدراسى لمقرر يعطى كل فصل دراسى لمدة ثلاث 
ساعات أسبوعيا بجامعة ميتشجان . وكانت هذه الفصول الدراسية تتشكل أساساً من 
طلبة السنوات النهائية وطلبة الدراسات العليا الذين سيتخصصون ف الرياضيات » أو 
الهندسة » أو أحد العلوم الطبيعية . وكانت المتطلبات هى أن يكون الطلبة قد أكملوا 
فصلا دراسيا واحدا فى حساب التفاضل والتكامل المتقدم . ويجب ملاحظة أن جزء من 
مادة الكتاب لا يعطى فى المحاضرات وإغا يترك للطلبة ليقرأوه معتمدين على 
أنفسهم .وإذا كان من المرغوب فيه اعطاء تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة على 
مسائل الشروط الحدية فى وقت مبكر خلال المنبج » فيمكن اعطاء البايين الثامن والتاسع 
مباشرة بعد الباب الرابع الخاص بدراسة دوال بسيطة . 

وقد تم النص على معظم النتائج الأساسية كنظريات متبوعة بأمثلة وتمارين توضح 
هذه النتائج . وقد ذيلنا هذا الكتاب بقائمة من المراجع البديلة » والبعض الكثير من 
المراجع المتقدمة » وذلك بملحق )١(‏ . كذلك يحوى ملحق (۲) قائمة من التحويلات 
الحافظة للزوايا الموجهة المفيدة فى التطبيقات . 

عند إعداد هذه الطبعة المنقحة » استعان المؤُّلفون باقتراحات التحسين التى اقترحها 
عدد من الطلبة والزملاء ونود أن نعبر هنا عن تقديرنا لكل منهم . كذلك نود أن نعبر 
عن عظم تقديرنا إلى كاترين أ . ريدر Catherine 4. Rader‏ لمهارتها الفائقة وعنايتها بنسخ 
هذا المؤلف . : 


ght‏ لفون 


wy اللحتونا.‎ 


. الأعداد المركبة‎ - ١ 
تعريف . الخصائص الحبرية . الاحدائيات الكارتيزية . المتباينة المثلثية . الاحداثيات‎ 
. القطبية . قوى وجذور الاعداد المركبة . المناطق فى المستوى المركب . نقطة اللانهاية‎ 


۲ - الدوال التحليلية 

دوال المتغير المركب . الرواسم . النهايات . نظريات على النهايات . الاتصال . المشتقات . 
صيغ الاشتقاق . معادلنا كوشى - ريمان . الشروط الكافية . معادلتا كوشى - ريمان فى 
الصورة القطبية . الدوال التحليلية . الدوال التوافقية . 

Sly - ۳‏ بسيطة 

الدالة الأسية . خواص اخرى للدالة الأسية . الدوال المثلثية . حواص أحرى للدوال 
المثلثية . الدوال الزائدية . الدالة اللوغاريتمية . فروع الدالة 2 Log‏ خواص أخرى 
coy Je gl‏ . الأسس المركبة . الدوال المثلثية العكسية . 

٤‏ - الرسم بدوال بسيطة 

الدوال الخطية . الدالة 1/2. التحويلات الخطية الكسرية . بعض التحويلات الخطية 
الكسرية الخاصة . الدالة *2. الدالة عه دوال أخرى غير قياسية . التحويلة 2 م<«ه = بر . 
التحويلة 2 هلة = س التحويلات المتتابعة . جدول تحويلات المناطق . 

ه - التكاملات ٠‏ 
التكاملات المحددة . الكفافات . التكاملات الخطية . أمثلة . نظرية كوشى - جورساه . 
تمهيدية . برهان نظرية كوشى - جورساه . النطاقات بسيطة ومتعددة الترابط . التكاملات 
غير المحددة . صيغة تكامل كوشى . مشتقات الدوال التحليلية . نظرية موريرا . القم 
العظمى لمقاييس الدوال . النظرية الاساسية للجير . 

5 - المتسلسلات 

تقارب المتتابعات والمتسلسلات . متسلسلة تايلور . ملاحظات وامثلة . متسلسلة لوران . 
خواص أخرى للغتسلسلات . التقارب المنتظم . تكامل وتفاضل متسلسلات القوى . 
تفرد التمثيل . الضرب والقسمة . أمثلة . اصفار الدوال التحليلية . 
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۷ - البواق والاقطاب VAG‏ 
البواق . نظرية الباق . الجرء الاساسى من دالة . الافطاب . قسمة الدوال التحليلية . 
حساب التكاملات الحقيقية المعتلة . التكاملات المعتلة المشتملة على دوال مثلثية . 
التكاملات امحددة للدوال المثلثية . التكامل حول نقطة تفرع . 


16 الراسم الحافظ للزاوية الموجهة‎ - A 
. خواص أساسية . خواص اضافية وامثلة ..المرافقات التوافقية . تحويلات الدوال التوافقية‎ 
. تحويلات الشروط الحدية‎ 

4 - تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة . wy‏ 
درجات الحرارة المستقرة . تطبيقات الحرارة المستقرة فى نصف مستوى . مسألة ذات صلة 
بالمسألة السابقة . درجات الحرارة فى ربع مستوى جزء من أحد حافتيه معزول حراريا . 

جهد الكهرباء الساكنة . الجهد فى فراغ اسطوانى . السريان GLE‏ البعد لسائل . دالة 

التيار . السريان حول زاوية . السريان حول اسطوانة . 

۹۳ تحويلة شفارتز - كريستوفل‎ - ٠ 
. رسم الحور الحقيقى فوق مضلع . تحويلة شفارتز - كريستوفل . المثلئات والمستطيلات‎ 
المضلعات المنحلة . الشريحة اللا نائية . سريان سائل فى مجرى من خلال شق . السريان فى‎ 
. مجرى ذى نتوء . جهد الكهرباء الساكنة حول حافة صفيحة موصلة‎ 


۸۹ صيغ التكامل من نوع بواسون‎ - ١ 
صيغة تكامل بواسون . مسألة دريشلت لقرص . مسائل القم الحدية المرتبطة . صيغ‎ 
. للقرص‎ Oleg التكامل لنصف مستوى . مسألة دريشلت لنصف المستوى . مسألة‎ 

مسالة Oleg‏ لنصف المستوى . 

١‏ - افاضة فى نظرية الدوال ألم 
رأ امتداد تحليل : الشروط التى فى ظلها يكون 0 > fle)‏ اثبات الصيغ للمتطابقات 

الدالية وحدانية الامتداد التحليل . مبدأ الانعكاس . 
وب) النقط الشاذة والأصفار : النقط الشاذة الاساسية - عدد الأصفار والأقطاب . ميدأ 


السعة . 
(ج) سطوح ريمان : سطح ريمان للدالة 2 log‏ سطح ريمان للدالة 2 - سطوح لدوال 

غير قياسية أخرى . 
ملحق ١‏ ( المراجع ) re)‏ 
ملحق ۲ ر جدول تحويلات المناطق ) ret‏ 


قائمة المصطلحات العلمية oo‏ 


الالال 


Complex Numbers  ةبكرملا الأعداد‎ 


فى هذا الباب سنستعرض البنية الجبرية والهندسية الأساسية لنظام الأعداد المركبة . 
و سنفترض alll‏ القارىء بالخصائص الناظرة للأعداد الحقيقية . 
-١‏ تعريف 

يمكن تعريف الأعداد المركبة 2 على أنها أزواج. مرتبة 
(x,y) (0)‏ = 2 

من الاعداد الحقيقية oxy‏ مع عمليتى جمع وضرب ستعر Ole‏ فيما بل . الأعداد 
المركبة التى على الصورة OY)‏ تسمى أعداد Pure imaginary numbers qk‏ . فى 
الصيغة )١(‏ » العدد الحقيقى × يسمى الجزء الحقيقى Real part‏ للعدد م . العدد 


الحقيقى بر يسمى ال جزء التخيل Imaginary part‏ للعدد ± » ونكتب 
Imz=y. (‘)‏ و Rez=x‏ 


يقال لعددين مر كبين lagi (yı) <“ (x22)‏ متساویان عندما يكون La‏ نفس 
الأجزاء الحقيقية ونفس الأجزاء التخيلية » أى أن 
زفق W =o‏ و My = x2‏ — )2,92 = )1,94( 
ملحوظة : ed‏ تعنى إذا وفقط إذا OS‏ 

Ow‏ عمليتى الجمع (ره + ,) والضرب (رع) للعددين المركبين 


(رزرر×) = ر2 و ik 3 2. = (V1)‏ 1 


(y1) + (x22) = (x1 + Xa, + 72), Cy 
(xP) 2,02) = (X12 رون رز‎ Vike + X1Y2)- (°) 
» وعلى سبيل الخصوص‎ 


(x,0) + (0,y) = (x,y) 
(0,1) (y,0) = (0,y). 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


¢ OS! 
(x,y) = (%,0) + (0,D(y,0). CG) 
ails بالعدد الحقيقى × » وبالتال‎ (x,0) فيما يلى سنقرن كل زوج مرتب على الصورة‎ 
الأعداد المركبة تحوى فة الأعداد الجقيقية ر أى أن فة الأعداد‎ as اعتبار أن‎ Se 
» الأعداد المركبة ) . بالإضافة إلى هذا‎ as الحقيقية يمكن النظر إليها على أنها فئة جزئية ئية من‎ 
عند قصرهما على الأعداد‎ RE (8) کا فى‎ cai کک‎ 
الحقيقية إلى عمليتى الجمع والضرب المألوفتين‎ 
(x,,0) + (x,,0) = (x, + x2,0), 
(%1,0)(2,0) = (x1x2,0). 
. ينتج أن نظام الأعداد المركبة يشكل امتدادا طبيعيا تنظام الأعداد الحقيقية‎ xy من هذا‎ 
فإذا ما نظرنا إلى العدد الحقيقى على أنه إما × أو (0,*) » وإذا رمزنا للعدد التخيل‎ 
على الصورة‎ Cy إعادة كتابة‎ WSs فإنه‎ ci ps با‎ (0,1) 
(x,y) = x + iy. (Y) 
ب فإننا نلاحظ أن‎ ٠ 22 ,رع د وج د‎  ... وإذا ما اصطلحنارعل أن‎ 
= (0,1)(0,1) = (1,0); 


2= أن‎ si 

بإستخدام (۷) LES‏ كتابة )£( » )9( على الصورة 
(xı + iY) + (x2 + ba) = (x, + x2) FIO + Ja). (A)‏ 
(xı + iy, x2 + i2) = (t2 ~ N02) + X2 + X2). (A)‏ 


لاحظ أن الأطراف المنى من هذه المعادلات يمكن الحصول tale‏ بمعاملة حدود 
الأطراف اليسرى کا لو كانت تتشكل فقط من أعداد حقيقية وبوضع 1- بدلا من 2 
كلما ظهرت . 


Algebraic Properties الخصائص !رة‎ - ۲ 


بعض last‏ | عمليتى جمع وضرب الأعداد المركبة تمائل نظيراتها فى حالة الأعداد 
احقيقية . وسندون هنا .بعض aa‏ الجزية Reel‏ رق من صحة بعض 


etd‏ الابدال 
Cyl‏ أب 
)‘( ,22 عيقرت ,2+ 22 = F22‏ 2 
“ly i Pe‏ 
وقوانين الدج ( او التجميع ) 


)*( (وموع)ت = 2122)23( ,)25+ (zy‏ + ,2 = ود + )22 + 2) 


الاعداد المركبة “ 


يمكن إثبات صحتها مباشرة وبسهولة من تعريفى :عمليتى جمع ورب الاعداد المركبة 
وحقيقة ان هذه القوانين متحققة بالنسبة لعمليتى جمع وضرب الأعداد الحقيقية . مثال 


: ذلك‎ 
Zy + 22 = (XJ) + (X22) = (X1 + X2, J, + V2) = (x2 + x; Y2 + YD 


= (x22) + py) = 22 + 2 

سنترك للقارىءمهمةإثبات صحة بقية القوانين المذكورة أعلاه و كذلك إثبات صحة 
قانون التوزيع 
)۳( 2423 + )2,2 = )23 + 21)22 

من قانون الإبدال لعملية الضرب ينتج أن ار = iy‏ » وبالتالى فإنه يمكننا RLS‏ 

yi.‏ ددع أو اس + عر دجم 

العنصر المحايد صفر = ( صفر » صفر ) ٠ 0=(0.0) lo‏ لعملية att‏ عل 
الأعداد الحقيقية يكون عنصرا محايدا لعملية الجمع على الأعداد المركبة » العنصر MEI‏ 
(1,0) = 1 لعملية الضرب على الأعداد الحقيقية يكون عنصرا محايدا لعملية Spall‏ على 
الأعداد المركبة » أى أن 
z:l=z (6)‏ و 2 - 2+0 
لكل ote‏ مركب 2 . وفى الحقيقة » فإن ٠١‏ و صفر هما العددان المر OLS‏ الوحيدان 
اللذان يحققان هذه الخصائص » وسنترك مهمة إثبات صحة ذلك للقارىء . 

لكل عدد مركب (xy)‏ = ± يوجد معكوس جمعى هو 
—z=(-x, -y); ©)‏ 
أى أن × - يكون عددا مركبا بحيث 

z+(-z)=90. 1 

ويجب ملاحظة أن العدد 2 - المناظر للعدد ء يكون وحيدا » أى أن المعكوس الجمعى 
لأى ote‏ مركب + يكون وحيدا . ويستخدم مفهوم المعكوس الجمعى لتعريف عملية 
الطرح کا بلى : 1 
زه زر -) + ,2 = 22 - 2 
و بالتالى فإنه إذا کان )2,72( = ر2 و (ورىن*) = 2 فإن 
ya) (Y)‏ = ,10 + )¥2 ¬ ٭) = )¥2 — وير رويد ٭) = ے2 ~ 2 

بالل » لكل عدد مركب غير صفرى z = (xy)‏ يوجد عدد مركب 21 . بحيث 
1 = !> جج .العدد ا مركب 2 الذى يسمى المعكوس الضربى للعدد عو أقل وضوحا 
من المعكوس الجمعى للعدد 2 . ولتعيين العدد 1 » نفرض أن (ue)‏ = 1 ونبحث عن 
الأعدادم cha,‏ أن المطلوب هو إيجاد الأعداد ر بدلالة MEW‏ برو بحيث 


ASM Sty 3‏ وتطيقات 


(x,y)(u0) = (1,0).‏ 
من هذا نرى أن و Pu,‏ حلول المعادلتير ن الآنيتين 
yu + xv =O‏ 1 ع وبر - فور 
وبعمليات حسابية بسيطة Pd‏ ع ale a> 3! Jig‏ المعادلتين عل الصورة 


ua =‏ 
ol‏ آل المعكو سن الضربى للعدد (xy)‏ = 2 هو 
uy 1‏ 
(A)‏ )73 ا : 
يمكننا الآن تعريف القسمة على عذد مركب غير صفرى على النحو التالى : 
Bs az 1 (z, #0) (A)‏ 
2 


CB) فمن معادلتى (8) ؛‎ ۶, = GD) » 22 = ملاحظة أنه إذا كان ,(ورر»)‎ Ce 
a= (2 + y2 ينتج ان تعد‎ 
22 x + رر‎ x + .ىم رر‎ 
ا | 2 2 ے‎ ¬ Xx 
xe تررح‎ x27 + رر‎ ne 
وجب ملاحظة أن عملية القسمة غير معرفة عندما 0- ر2 ء وذلك حيث أن 0 = ر2‎ 
ae ل ال‎ eee Cae ee ci =0 تعنى ان‎ 
ويمكننا الآن أن نتبين وأن نتحقق بسهولة من ؛ لواف اوعس ف‎ 
وضرب الأعداد المر كبة . فعلى سبيل المنصوص إذا كان 1= 22 فمن )4( ينتج‎ 


= ae 


3 فإن )4( يمكن إعادة كتابتها على الصورة‎ SUL, 
2-a) (2, #0) (i) 


22 22 
بإستحخدام صيغتى ضرب وقسمة الأعداد oe‏ أو حقيقة أن المعكوس الضربى لعدد 
مركب يكون وحيدا فإنه يمكننا استنتاج أن 


1١/1 1‏ 1 
gan le) (21 #0, 22 #0, 242, #0) (VY)‏ 
و باستخدام معادلتى (VY) » )١١(‏ يمكننا أيضاً استنتاج أن 
ar)‏ (8)(ة) - قد .ةة 
24 /23 2324 ُ2 23 و2 
جیب #0 2324 ,#0 وت ,0 6 و2 


ماسبق يمكننا من إجراء الحسابات على الصورة التالية : 
54i +5 1‏ 1 م 
I+i) 5—i54i 236 2 26"‏ =( 
خاصية هامة أخرى هى : إذا كان حاصل الضرب و2 يساوى صفرا فإن واحدا 
على الأقل من العددين يه , ره يساوى صفرا . UY,‏ ذلك نفرض أن 


الاعداد المركبة Rn‏ 


0= ;2 ,5.2% 7,#0- بكتابة (a2)‏ = 22 )01,4( = ,ع فإنه ينتج أن 
Jx + XY» > 0 (Ve)‏ 0 0= رل ¬ 1X2‏ 
حيث واحد على الأقل من العددين ,بر, :د لا يساوى صفر . المعادلتان فى (4 1( معادلتان 
انيتان متجانستان فى ,بر, ربد . محدد المعاملات هو tty?‏ . وحيث أن هذا المحدد 
لا ينعدم فإنه ينتج أن الحل الوحيد gb‏ المعادلتين هو 0ت يبرح × » أى أن 
0= ر . وبالتالى فإنه إذا کان 242,50 فإنه إما 0= ,2 أو 0- ,2 أو أن ينعدم كل 
من 2 2 + 
ويمكن التعبير عن هذه الخاصية المذكورة أعلاه بصورة أخرى على النحو SN‏ : 
4240 المح 0غورت,0 »رت 
الشرط0 رع رعف (VY)‏ والشرط0 وعفن المعادلة الثانية من )١(‏ لا لزوم هما بالتال . 
أخيراً ؛ يجب ملاحظة أن عملية الترتيب المألوفة للأعداد الحقيقية لا يمكن تطويعها 
لتشمال نظام الأعداد المركبة . وبالتالى فإن العبارة 22 > ,2 يكون ها معنى فقط إذا كان 
كل من az,‏ عددا حقيقيا . 
تماريسن 
١‏ - تحقق من أن : ¢ 2# -20/- 4ض 2-0/) و (1,8-) > (2,1-)(3- ,2 
=D ¥= (2,0) ee‏ ,03,1003 1 ا 
1 5 
!2 «00-76-0-) 
۲ - اثبت أن كلا من العددين gy‏ ب يحقق المعادلة 2-2220 . 
۳ - حل المعادلة 2+1-0 +22 وذلك بكتابة (xy)‏ دج Joy‏ المعادلة 
(x,y)? + (x,y) + (1,0) = )0,0(‏ 
لإيجاد xy‏ . تحقق من صحة الحل . 
اقتراح : لاحظ أن veo‏ وذلك حيث أنه لا يوجد عدد.حقيقى × يحقق المعادلة 


(Q-)t=—4 « ; دم‎ 


,0 ع 1 ١ل‏ يرل قير 


٤‏ - اثبت أن عملية الضرب إبدالية ( أى تحقق خاصية الابدال ) ك هو مذكور فى المعادلة 
الثانية من )١(‏ . بند (Vy‏ . 

ه - اثيت صحة قوانين التجميع O(N)‏ بند (۲) ٠‏ 

5 - اثبت صحة قانون التوزيع (۳) ٠‏ بند )4( . 


» حب تعنى إذا كان .... فإن » أى أن التقرير المعطى يعنى إذا HOOT‏ ر02 ع ,ج OW‏ ور22 


14 المتغيرات المركبة وتطيقات 


۷ - اثبت أن 
.223 + 222 + روج = Z(Zı + Z2 + 2s)‏ 
۸ - اثبت أن العددين المركبين صفر و 1 هما عنصرا الجمع والضرب الايدان الوحيدان . 
اقتراح : إكتب («رسن ع وابحث عن الأعداد المركبة (un)‏ بحيث 

در =+ wy)‏ . بلمثل ابحث عن الأعداد المركبة SH (un)‏ 
(x,y)‏ = رمن) VAS (x,y)‏ .0 ع . 

8 - استخدم الفكرة المعطاة فى الاقتراح المدون بمسألة (Ay‏ لاثبات أن - هو المعكوس 
الجمعى الوحيد للعدد المركب 2 . 1 

1/1/2) = 2 (z #0) (+) Re (i2) = و )ب( مضلا‎ Im (iz) = Re 7° اثبت أن رأ‎ - ٠ 

. )5( بند‎ (VY) صحة العلاقة‎ Ct - ١ 


۲ - ابت ت صحة العلاقة الأولى من MM)‏ بند () . 
۳ - اثبت صحة العلاقة الثانية من )١7(‏ › بند (1) ٠‏ واستخدمها لإثبات أن 
.)#0 22 ,#0 2( لك ل السك 
22 222 
4 — اثبت أن )24 (2122)(Z3 24) = (21Z3)(Z2‏ 
٠٠‏ -ائبت أنه إذا كان 20-0ء2,2. فإن واحداً على الأقل من الأعداد 21,22,23 يساوى 
صفراً : 


5 - اثبت أن 4+22+2 1= 2+ 
۷ - استخدم الاستنتاج الرياضى OY‏ صحة مفكوك صيغة ONS‏ الحدين 
للحت بي با دو +0 


4 D-2: ‘(n—k+1) 
k! 


22 
2} 2" 


حيث ۸ عدد صحيح موجب . 


س الإحداثيات الكار 3 4 Cartesian Coordinates‏ 


من الطبيعى أن نقرن العدد الم ركب را + ب ج. بنقطة فى المستوى احداثياتما 
INI‏ تيزية ,× . وكل عدد مركب يناظر نقطة وحيدة من نقط المستوى © وبالعكس كل 
نقطة من نقط المستوى يناظرها عدد مركب وحيد . فمثلا العدد المركب: + 2- يمثل 
بالنقطة (2,1-)( شكل )١(‏ ) . ويمكن النظر أيضاً للعدد الم ركب بز + ×= على أنه 
القطعة المستقيمة الموجهة › أو المتجه , من نقطة الأصل للنقطة (xy)‏ . وعند استخدام 
المستوى تمثيل الأعداد المركبة ر + × = 2 هندسيا فإن المستوى ay‏ يسمى المستوى 


الاعداد المركبة 1 


المركب Complex plane‏ أو Gy . 2 plane‏ هذه الحالة يسمى مور السينات المحور 
الحقيقى Real axis‏ & يسمى نحور الصادات احور التخيل Imaginary axis‏ . 


من تعريف تمع عددين م ركبين (يز Oe 22 = Oy‏ = ينتج أن العدد 
الم ركب ر + , bly‏ النقطة Gy tan nt)‏ » كا أنه يناظر Lal‏ متجه م ركباته 


x2‏ + 1× و دو + yn‏ وبالتالى Ob‏ ,2+ رع يمكن الحصول عليه بإستخدام المتجهات 
ع فى شكل (۲) uly‏ أن ر2 + ر2 هو العدد المركب المناظر لمتجه محصلة المتجهين 
المناظرين للعددين 2ء.رء) . العدد المركب 2ء2 يمثل أيضاً بقطعة مستقيمة من النقطة 
(وبرررج) للنقطة (uy)‏ كا فى شكل 9). 


يعرف المقياس Modulus‏ )3 القيمة المطلقة (Absolute value‏ لعدد مركب 
بن + × -ج على أنه العدد الحقيقى الغير سالب Serpe‏ ويرمن له بالرمز |۶| ء 
أى أن 
2l = xy. 0)‏ 
العدد |ء| يشل البعد بين النقطة' (xy)‏ ونقطة الأصل . ويجب ملاحظة أن fal‏ يؤول إلى 
القيمة المطلقة المألوفة فى نظام الأعداد الحقيقية.عندما تكون yO‏ . ويجب كذلك 
ملاحظة أنه ly‏ لا يكون للعبارة 2 >,ت معنى بصفة عامة فإن|رء| > |2١|‏ تعنى أن 
النقطة المناظرة للعدد ,ع تكون أقرب لنقطة الأصل من النقطة المناظرة للعدد ر2 . 

البعد بين النقطتين os but‏ للعددين المركبين 21922 یعطی بالعدد| يج - ,2|. وهذا 
يتضح مباشرة من العلاقة (۷) من بند (۲) وكذلك تعريف )١(‏ أغلاه والذى يعطى 

2(وبر- يبر) + 2(يعد - دا = |22 - 2ا 

فمثلا الأعداد المركبة المناظرة للنقط الواقعة على محيط الدائرة التى مركزها )0,1( 
ونصف قطرها 3 تحقق المعادلة 3 = إن - | » والعكس أيضاً صحيح . وسنشير دائماً إلى 
هذه الفعة من النقط على أنها الدائرة 3= |:-2|. 
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الأعداد الحقيقية |2| z, Res,‏ "1 ترتبط مع بعضها بالعلاقة 


|2|? = (Re z)? + (Im z)? 1 «™) 
بالمتباينات‎ Lad كا أنها ترتبط‎ 
lz| = |Rez|z Rez » |z| > |Imz|2Imz “(%) 


العدد المركب المرافق Complex conjugate‏ لعدد مركب zaxtiy‏ يعرف على أنه 
العدد المركب xiv‏ ويرمز له بالرمز ع » أى أن 
زفق x — jy,‏ =2 


ر شکل CV‏ ر شکل ۳ ) 


العدد الم ركبر 2 يمثل هندسيا بالنقطة (ر-,×). وهذه النقطة هى صورة النقطة (xy)‏ 
بالانعكاس بالنسبة حور السينات . ويجب ملاحظة أن =2 » (z[=[2]‏ لكل 
عدد مركب 2. 
إذا کان يرع يددع © بل + × = 2 فإن 
(xy + x2) — HO + ya) = (x — iy) + (x2 — iya).‏ = 22 + 2 


أى أن العدد المركب المرافق مجموع عددين يساوى مجموع العددين المركبين المرافقين : 


)°( : ,2+ ,2= ,2+ 21 
با مئل يمكن بسهولة إثبات أن : 

30( وو — 2= ر2 = 2 
(Y)‏ ,2,22 = 2422 
71 أت 
,2 ) 


المجموع 2+2 لعدد مركب ومرافقه هو العدد الحقيقى 2Rez‏ الفرق 2-2 هو العدد 
التخيلى 2 سا 2 . وبالتالى فإننا حصل على المتطابقات 
Rez=—-> Imz= = (A)‏ 

المتطابقة التالية » متطابقة هامة وهى تربط بين العدد المركب ومرافقه ومقياسه 
كالتالى : 


22 = |2|, Qs) 


الاعداد المركبة W‏ 


وكل طرف فى هذه المتطابقة يساوى 2ر + 2× . وعلى سبيل المثال » هذه المتطابقة 
یکن lyrical‏ ن جارج Lael‏ المعادلة )11( ن بد را . والطريق إلى ذلك 
هو ضرب كل من البسط والمقام فى رج وبالتالى يصبح المقام هو العدد المركب *إر| . 
فمثلا 5 +كت ر_/+1+3/2- alt‏ 
2-i 2-1 2+7 5‏ 


The Triangle Inequality 428)! المتباينة‎ - ¢ 

من المعادلة )٠١(‏ فى البند السابق يمكن بسهولة استنباط بعض خصائص المقياس 
وكذلك بعض العلاقات المعروفة التى تتعلق بالمقياس ومرافق العدد ال مركب 8 

فعلى سبيل المثال 


222| = lel lzal, 0) 
41) _ lal 
ral ad PA (#0) (*) 


ولإثبات خاصية )١(‏ » نكتب 
(zl |22|)‏ = 21| | ,2| = (وقوعالرقرة) = (وقة)لوعية) = |22| 

وبمراعاة أن المقياس يكون دائماً غير سالب Lib‏ نحصل على النتيجة المطلوبة . بالمثثل 
يمكن إثبات خاصية (۲) 

بإتباع هذا الأسلوب سنقوم بتقديم برهانا جبريا للمتباينة المثلثية : 
lz] + lzel, (v)‏ ك ]22+ |z,‏ 
التى تتضح هندسيا من شكل )1( . وهذه المتباينة ما هى إلا العلاقة الهندسية التى تنص 
على أن طول أى ضلع من أضلاع مثلث يكون أقل من أو يساوى مجموع طول الضلعين 
الآخرين . 

سنبداً برهان هذه المتباينة بكتابة 

[zy + 2| = (2 + 220(2, + 22) = (2, + ,)ل‎ + 2). 

ومنها ينتج - بإجراء عمليات الضرب ف الطرف الأيمن - 


.2272 + (وقرة + وقره) + رقرة = |22 + ,2 | 


222 + 22 = 2 Re (2,22) ك‎ 2[2,22| = 2|2, | |22|; 


,22| + 22,221 + ةادا S‏ اد2 + 2ا 


.2| + ا ) ك 2217 + رجا 
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وبمراعاة أن المقياس يكون دائماً غير سالب فإننا pad‏ على النتيجة المطلوية 25 . 

وبحب ملاحظة أنه يمكن بسهولة Halll Sell ead‏ لأى عدد من الأعداد المركبة . 
ol‏ أنه يمكننا كتابة 

|Z, +22 + ك اوه‎ lz +22] أوةا+‎ Slat + [za] + ادا‎ 

والتى يمكن تعميمها » وإثباتها بإستخدام الاستنتاج الرياضى » على الصورة 
Eas 5 lal (n= 1,2... (t)‏ 

لاحظ أن العدد ||:2|-|,#||هو قيمة حدية سفل Lower bound‏ للعدد 21+22 »أى 
أن 
)9( | + ,2| ك [lal = lzall‏ 
ولإثبات ذلك » نكتب 

,|2| + |22 + ,2| ك |)22-(+ )22+ )| = ارما 

وهذا يعنى أن 
زلف ; zal.‏ + ,2| ك |z2]‏ - ]2[ 

وهذا يثبت المتباينة )0( عندما| ر2 |<|,2|إذا كاذ|يه|>ارة|فبإيذال .2 , رت كل مكان 
الآخر فى المتباينة () نحصل على أن 

,]2+ تا لكا > “(lz‏ 

ومها نحصل على النتيجة المطلوبة . 

من المتباينة )0( والمتباينة المثلثية feat‏ على 
[zal (¥)‏ + اها ك 221+ ذا ك )ا2ا ¬ ااا 


١‏ - عين المتجهات الممثلة للأعداد دج + وz‏ ,22 - 21 عندما 
أ دود لاه و (ب) V3, 1), 22 =(V3,0)‏ —(=21 
(ج) 1,4) = 22 ,(1 ,3 -) حاتم و رد) ‏ ل ست رع ص وم ورلا + وعد = ر2 
۲ - ائبت أن النقطة الممثلة للعدد2/(, + ,ج) هى النقطة المتوسطة للقطعة المستقيمة الواصلة 


للنقطتين 21,22 . 
۳ - ابت أن ل 323+ و (ب) 7ا =2 
رم | 2+2 3 ه )322+5 = 5(V2-D|‏ +122 
3-4 


| 
.م 


اثبت صحة العلاقات (؟) » (۳) من بند (۳) جبريا ثم فسر هذه العلاقات هندسيا . 
v3|z| 2 (Rez|t+limzi ole -‏ 
5 - اثبت صحة العلاقات (VY) » CA)‏ (۸) من بند (۳) 


١ 


1۲ 


۳ 


\¢ 


\o 


aN 
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اثبت أن : 

2-2 العدد #يكون حقيقيا إذا وفقط إذا كان‎ (iy 

رب) العدد 2 يكون حقيقيا أو تخيليا إذا وفقط إذا كان @P=z‏ . 
اثبت أن : (ly‏ ;27,2223 = 212223 3 ربع =m‏ 


اثبت صحة العلاقة (؟) من بند (5) . 


اثبت أنه إذا كان 222:0 فإن 
!z:| (4) AC‏ || 
© هد لوا “ ااا اود 
اثبت صحة : (أ) المتباينة )٤(‏ من بند )4( » 
(ب) ould‏ 


Ila] - ك ااء2]‎ eee اها ع‎ + [za]. 


فى كل حالة عين فئة ball‏ التى تحقق الشروط المعطاة : 


م lz~1+il=1‏ 5 رب 53 |z+i|‏ 
lz—iJ=|z+i] @ $ Re (Z—i)=2 wy‏ 
اثبت أنه إذا كان Iza]‏ # |2| فإن 
ادا 3 21 0 
Tal — ll”‏ < و2 +22 
نفرض أن ۸ مقدار ثابت موجب » وأن 0 عدد مركب معين . ثبت أن معادلة الدائرة 


التى نصف قطرها ۸ ومر Zo WS‏ تكون على الصورة 
= ة إوج| + |z1 + 2 Re (Zz)‏ 
باستخدام المعادلات )4( من بند (”) اثبت أن القطع الزائد 1 = x? —y?‏ يمكن كتابته 
على الصورة ‏ 2-:*22+2 
تحقق هندسيا من أن العلاقة 10 = |:4 + 2| + |4 - 2| تمثل قطعا ناقصا ثم اثبت هذا جبريا. 


ه - الإحدائيات القطبية Polar Coordinates‏ 


نفرض أن م.م هى الأحدائيات القطبية للنقطة (ny)‏ المناظرة لعدد مركب غير 


صفرى iy‏ + × = 2 . حيث ال 


x=rcos@ 5 ye=rsin6, (1) 


فإن العدد المركب 2 ats os‏ على الصورة القطبية Polar form‏ كالتالى : 


2 = r(cos 8 + i sin 8). (‘) 
» مثال ذلك‎ 


l+i= \/2[eos (3) + isin (| = اك‎ (- 2) + isin (- 3)]. 
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والعدد ع هو طول المتجه الممثل للعدد المركب 2ء أى أن or ade]‏ العدد 
0 يسمى عة Argument‏ العدد المركب 2 » ونكتب ج هرج - 8 . وهندسيا » سعة 
العدد المركب < هى أى زاوية » مقدرة بالتقدير الدائرى » يصنعها المتجه الممثل للعدد 
ال ركب + مع الاتهاه الموجب للمحور الحقيقى ( شكل ( > ) ) . وبالتالى فإن و تاخد 
أى قيمة من عدد لا Gh‏ من القع الحقيقية التى تختلف عن بعضها بمقدار 20 nl‏ 
عدد صحيح . هذه القم يمكن تعيينها من العلاقة 


tang=~ (v) 
x 


ر شکل ٩‏ ) 


مع ملاحظة أنه يجب أولا تحديد ربع المستوى الذى تقع فيه النقطة المناظرة للعدد z‏ . 
لای عدد م ركب غير صفرى ± تعرف القيمة الأساسية Principal value‏ لسعة العدد 2 
على أنها القيمة الوحيدة لسعة aah‏ المركب 2 التى تحقق العلاقة 
—n<argzSn,‏ 

ويرمز لها بالرمز 2 Arg‏ 

إذا كان ه = Ob z‏ المعادلة (*) لا يكن استخدامها وتكون 6 غير معرفة . فى بقية 
هذا البند » سيكون من المفهوم » دون ما حاجة إلى ذكر » أن الأعداد المركبة التى 
سنستخدم صورها القطبية ليست أعدادًا صفرية . 


الاعداد المركبة لف 


عندما 2 و 2 فإن المثيل 
Z — zo = p(cos ¢ + isin ¢)‏ 
للعدد و2-ت على الصورة القطبية يمكن تفسيره هندسيا کا فى شكل ٠)0(‏ 
أى أن إمء - 2| = م» وهى تمثل البعد بين النقطة المناظرة للعدد 2 والنقطة المناظرة للعدد 
م2 » بيغا (رج ‏ 2) عنه = ف هی زاوية ميل المتجه الممثل للعدد المركب ,جم . 
المتطابقة التالية هامة جدا وهى تربط بين سعات 4S AV sae‏ ,2122 ,21,22 : 
arg (2,22) = arg z, + arg z2. (£)‏ 
أى أن : أى سعة للعدد المركب yz.‏ تساوى مجموع سعتين إحداهما للعدد 22 
والأخرى للعدد czy‏ وبالعكس مجموع سعة ما للعدد ر وسعة ما للعدد ره يكون سعة 
للعدد رعرع . المتطابقة (4) ليست دائماً صحيحة إذا ما وضعنا Arg‏ بدلا من «arg‏ 
لنتبين هذا يكفى فقط أن نعتبر العددين ,ع ,2 ,1[- د fy‏ 
لإثبات صحة المتطابقة (4) سنكتب أولا ,2.2 على الصورة القطبية : 
rı(cos 0, + isin 0), z22 =rر(cos‎ 6, + isin 02).‏ = 2% 
إذن » 
rıra[(cos 0, cos 0 ~ sin 0, sin 02) + i(sin 0, cos 0, + cos 0, sin 0)],‏ = #122 
والتى يمكن كتابتها على الصورة المختزلة 
rr2[cos (O, + 62) + isin (0, + 8([. (°)‏ = وقية 
وبالتالى فإن مجموع أى سعة للعدد 21 وأى سعة للعدد ay‏ يكون سعة للعدد ,212 


شكل (5) . 


vy‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


من ناحية أخرى » اعتبر أى سعة للعدد المركب 2122 . من المتطابقة )0( ينتج أن 
هذه السعة لابد وأن تكون.على الصورة 20# + 8+ ,6 »ع حيث « عدد صحيح . 
وبالتالى فإنه يمكتنا أن نأخذ فى المتطابقة (4) سعة czy‏ سعة 22 على سبيل المثال على 
الصورة te uN‏ 

argz, = 0, 8 arg z, = 0, + 2nz, 

)4( يكتمل برهان المتطابقة‎ Ue y 

لاحظ أنه إذا ضر ب عدد مركب غير صفرى 0 Jz = r(cos 0 + isin‏ العدد التخيل i‏ 
ob‏ القطعة المستقيمة الموجهة الممثلة للعدد iz‏ ( ونقطة بدايتها نقطة اللأصل ) نحصل عليها 
من القطعة المستقيمة الموجهة الممثلة للعدد 2 ( ونقطة بدايتها نقطة الأصل ) بدوران 
الأخيرة حول نقطة الأصل زاوية قائمة فى الاتجاه الموجب ( أى ضد اتجاه عقارب 
الساعة ) . وذلك حيث إنه من المعادلة )0( ينتج أن : 


iz= (cos i“ + isin 3)rcos 0 + isin 0) 


5 r|cos (6 + *) + isin (0 + 5]: 


من المعادلة )0( يمكننا بسهولة الحصول على الصورة القطبية للمعكوس الضربى لعدد 

م ركب غير صفرى 
z=r(cos 0 + isin 6)‏ 

على الصورة 
isin (—6)), (DD‏ + (6-) وع = z71‏ ; 

وجب ملاحظة ان حاصل ضرب هاتين الصورتين القطبيتين يساوى 1 . وحيث إن 
?24227 = 2/22« فإنه LiKe‏ كتابة الصورة القطبية لخارج قسمة عددين مركبين غير 
صفريين على النحو التالى : 8 1 71 
م20 .)82 — ,0( ras os (8, — 82) + isin‏ 

من المفيد دائماً أن نرمز للمقدار 2806 +6056 بالرمر ١ ef‏ أى أن 
isin 0. (A)‏ + 6ومه = e‏ 

وهذه العلاقة الأخيرة تعرف بإسم صيغة أويلر Euler's formula‏ . و کا سنرى Led‏ 
بعد فى بند (71) فإن اختيار الرمز نم لم يكن عشوائيا بل له ما يبرره . ويجب ملاحظة 
ان 


 gllti+es) (A)‏ دل فقي 


الاعداد المركبة vy‏ 


والتى يمكن الحصول عليها بسهولة من انلعادلة )0( عتدما 1- رمب ,م . أى أنه عندما 
ع = رج و الع درج فإ elt)‏ سيورج والخاصية رقم )4( هى بطبيعة الخال 
الممائلة للخاصية المناظرة للدالة of‏ عندما يكون × عدداً حقيقياً 

من المعادلة (A)‏ نلاحظ أن 1 ب Sly. een‏ فإن العدد المركب0-مهو المعكوس 
الضرنى otal)‏ المركب “ام » وبالتالى فإن 


Lel® = e, 
يمكن كتابته على‎ z2 ينتج أن أى عدد مر کب غير صفرى‎ (A) » (1) من المعادلات‎ 
الصورة‎ 
“امم داع‎ (Vs) 
ومن المعادلة )1( ينتج أن المعكوس الضربى للعدد 2 هو‎ 
احم لس لسع‎ )01١ 
فمن المعادلات )°( © 0و ينتج أن‎ > ere 6 كذلك ء إذا کان ارم يع‎ - 
222 = yr, ef +62) (VY) 
3 
24 DL gere: ۱۳ 
ag gile, ay) 


5 - قوى وجذور powers and Roots‏ الأعداد المركبة 


إذا کان z=re®‏ عدد مركب غير صفرى فإن 21 حيث ۸ عدد صحيح ب 
بالعلاقة 
a= rein (=0, +1, £2,...). 0)‏ 
وهذه العلاقة يمكن إثباتها بسهولة بإستخدام الاستنتاج الرياضى والعلاقة (A)‏ من 
البند السابق عندما يكون م عددا طبيعيا olay.‏ العلاقة تكون صحيحة أيضاً عندما 
n=0‏ وذلك مع ملاحظة أننا سنعتبر أن 0-1 . إذا كان ...,2- nal,‏ فإننا نعرف z١‏ 
بالعلاقة 
Pa(z ty‏ 
من هذا ينتج باستخدام العلاقة (NN)‏ من بند )٥(‏ و حقيقة أن العلاقة )0 صحيحة 
عندما يكون ۸ عددا صحيحاً موجبا 7 
g(a,‏ () -” 
r‏ 
إذن العلاقة )١(‏ صحيحة عندما يكون « عددا صحيحا . 


Yt‏ المتغيرات المركة وتطبيقات 


لاحظ أنه عندما تكون 1 = ء Ob‏ العلاقة )1( تصبح 


(ey = (n=0, +1, +2,...), (7) 
او‎ 
(cos 6 + isin 6)" = cos n + isinnê (n=0, +1, +2,...), فيه‎ 


وهذه النتيجة الأخيرة تعرف بنظرية ديموافر «de Moivre’s theorem‏ 
العلاقة )1( مفيدة جدا » فعلى سبيل المثال عند حساب جذور الأعداد المركبة الغير 
صفرية . ولتوضيح ذلك » سنقوم بحل المعادلة 
(n=1,2,...) (%)‏ ]= 
أى أننا سنوجد الجذور النونية للوحدة . وحيث أن 0 2 فإنه يمكننا zare® AS‏ 
ونبحث عن قم و م التى تحقق BW!‏ 
(rely = 1,‏ 
rem = 1e, ;‏ 
من المعلوم أنه إذا تساوى عددان مر كبان فإنه يكون هما نفس المقياس » وإذا كان 
هذان العددان على الصورة القطبية فإن سعتيهما تختلفان بالمقدار )2 حيث » عدد 
صحيح . إذن ش 
2kn‏ + 70-0 0 1=" 
حيث » عدد cee‏ (... ,2+ ,1+ ,0 = ب وبالتالى فإن 
r=1 5 6 =2knjn,‏ 
وبذلك يكون لدينا ۾ من الحلول الختلفة 


(k =0,1,2,...,2—1)‏ 2ا اع 
للمعادلة رى . أى أن الأعداد as Ai‏ 
(k =0, 1, 2,...,"—1) (*)‏ تون ety‏ وو 
n n‏ 


هى الجذور النونية للوحدة . ويجب ملاحظة أنه لا يمكن الحصول على أى جذور 
إضافية مختلفة بإعطاء » قيما أخرى حلاف تلك المذكورة أعلاه وذلك حيث أن الدالتين 
Cosine, Sine‏ دالتان دوریتان . 

من هذا ينتج أن الجذور النونية للوحدة عددها ه . وهذه الجذور تناظر هندسيا النقط 
الواقعة عند رؤوس مضلع منتظم ote‏ اضلاعه م . وهذا المضلع يقع داخل دائرة نصف 
قطرها الوحدة ومركزها نقطة الأصل . إحدى رؤوس هذا المضلع هى النقطة المناظرة 
للجذر 2-1 . وإذا كتبنا 

2r 


Ee 9‏ م زم 
A SOS sil (ad)‏ 


الاعداد المركبة Yo‏ 


قن Hees‏ ينتج أن الجذور النونية للوحدة هى git‏ ,... ,رب ريه ,1 FI ٠‏ 
ملاحظة أن 1= ككل 80 موشخ أن الجنورالتكصية Be gl‏ تفع غل روون 
مثلث متساوى ف . وشكل (A)‏ يوضح ily‏ الجذور عندما 6 - م . 


وما ذكرناه آنفا يمكن تعميمه لإيجاد الجذور النونية GV‏ عدد مركب غير صفرى 
w = plcos ¢ + isin $).‏ 
وهذه الجذور هى 
b+‏ 
afo(cos 2+ 7 + isin 2*™) (k=0,1,2,....2-D 0‏ 


حيث وله الجذر النونى الموجب للعدد الحقيقى م . والعدد وي jes‏ هندسيا طول كل 
من المتجههات الناظرة للجذور النونية . وسعة أحد هذه الجنور النونية 
Spall soins sls‏ على سعات الجذور النونية الأخرى فإنه يضاف 
للمقدار gin‏ مضاعفات صحيحة للمقدار #/2. ويجب .ملاحظة أنه إذا كان ود أى جذر 
Gy‏ للعدد س فإن الجذور النونية للعدد س تكون 
Z0 Ons 20, ..., Zo,"‏ »20 
حيث .ه کا هى معطاة ف العلاقة (5) . وهذا يرجع إلى أن ضرب أى عدد مركب 
غير صفرى ف العدد المركب Bo,‏ زيادة قدرها 2۸/١‏ فى سعة هذا العدد . 
سترمز لای جذر نونى لعدد مركب غير صفرى « بالرمز “ام . على سبيل 

الخصوص › إذا كان w‏ عددا حقيقيا OW alr ye‏ “ام يرمز إلى أى جذر من الجذور 
وسنحتفظ بالرمز Yo‏ المستخدم فى (۷) للدلالة على الجذر الوحيد الموجب . 


3 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تمارين 
١‏ - اوجد قيمة argz‏ عندما 
ER oe ae‏ & ۷3-06 - 
Tas dy ;‏ جع رب 33 62 z=(V3-1§‏ 
الأجوبة : sh‏ , رج > 


هو 


؟- 


استخدم_الصورة القطبية لإثبات أن 
& 2/3 + 2 - و + 3لا زة له - )1 ¢ SHZ+N=142 wy‏ 
(e)‏ + يميه = V3) © < . C1+D‏ + 2(1 لوز + O‏ 
فى كل حالة اوجد جذور الأعداد المركبة المعطاة ومثلهم هندسيا : 
(Dom , IG‏ ©« ج 1 > Be‏ 
الأجوبة ‏ : ¢ VIIVI © 46 (EV3-D2 CECT)‏ د LIV/V2,(-1‏ ,72+ 
إثبت صحة العلاقة )1( من بند )4( عندما تكون .... ,2 ,1 «n=‏ 
dry!‏ قيمة من قم سعة 2 عندما :2240 » 2,0 
¢ 2=2/22 6 ريم (..1,2ع-ه) “مدع > )ج 1 z=n‏ 
الأجربة : (i‏ يد همه - ردهنة % (o)‏ ,هيوه !¢ —argz, (e)‏ 
اثبت أن ,مهمه دعب حيث م مء . غين الشروط الأخرى التى يجب توافرها 
فى العدد z‏ حتى -Argz=—Argz Os‏ 
الإجابة : 2 لا تكون عددا حقيقيا سالبا . 
نفرض أن #عيدد مركب غير صفرى oly‏ ۾ عدد صحيح سالبا.. ,2- ,1- (n=‏ 
باستخدام التعريف *-(-ء) A=‏ المعطى فى بند )4( اثبت أنه يمكننا كذلك كتابة 
wt )2- (1‏ 
اوجد الجذور الأربعة للمعادلة 0 = 4 + 4< واستخدم ذلك لتحليل المقدار 4 + 4ج 
إلى مقادير من الدرجة الثانية ذات معاملات حقيقية. 
الإجابة : (2)22-22+2 + 22+( 
استخدم نظرية ديموافر GUY‏ المتطابقات المثلثية التالية : 
م 0 cos 0 sin‏ 09-3 5ومه = 30 cos‏ ؛ 4( .8 sin 30 = 3 cos? 6 sin @— sin?‏ 
استنتج العلاقة (۷) من بند (5) . 
بفرض أن #0 ,± استخدم الصورة القطبية لإثبات أن 


Re (2:22) = |z;| [zal ==> 3s 0, — 6, = Inn (2=0, +1, 42,...). 


حيث . -6=argz, sy O,=argz,‏ 
بفرض أن م ب رع » استخدم مسألة )14( OUT‏ أن 

zil <S 9-8, =2 (n=0, +1, 42, ...)‏ + || د أده +د دا 
حيث عكة = ,6 0 ٠ 8, =argz:‏ تحقق من هذا هندسياء 


الاعداد المركبة ۷ 


۳ - بفرض أن 0 :2,جءاستخدم مسألة (VN)‏ لإثبات 
7 ,£2 ,£1 رودم مسوم ,0 — =< [zal]‏ - ||| = اوا 


حيث =argz, , 8,=argz2.‏ ,8 . 
٤‏ - اتبت صحة المتطابقة 
1—z"+!‏ 
سو ...2 
T7 (#1);‏ حدمي ب2.. تج ددج +1 


5 استنتج متطابقة لاجراج المخلنية Lagrange’s trigonometric identity‏ : 
eos 8 + cos 20-+ +--+ cos nd = Û, Salen + HA (0< 0< 27).‏ + 1 
sin )0/2 1‏ 2 
اقتراح : للحصول على المتطابقة الأولى ضع "م ا+ ... + 22 + 2+ 1 داع 
واعتبر الفرق $28 . 
© - إذا كان z‏ أى جذر من الجذور النونية للوحدة بحث 1 2 فإثبت أن 
om tad,‏ 00 
اقتراح : استخدم المتطابقة الأولى فى مسألة (VE)‏ 
5 - ابت أن الصيغة المألوفة لحل معادلة الدرجة الثانية يمكن استخدامها لحل المعادلة 
be + e = 0‏ + 2ج عندما تكون المعاملات abe‏ أعدادا مركبة . 

۷ - الماطق فى المستوى المركب Regions in the Complex Plane‏ 
فى هذا البند سنقوم بدراسة فئات من الأعداد المركبة ر أى من النقط ) ومدى قربا 
من بعضها . ووسيلتنا الأساسية فى هذا هو مفهوم جوار :£ e -neighborhood‏ أو 
ببساطة الجوار neighborhood‏ يعرف جوار م لنقطة معينة ag‏ على أنه فقة النقط + التى 

تحقق العلاقة 
١ (0010)‏ © >2 - ج| 
أى فة z ball‏ التى تقع Jeb‏ ( وليس على (be‏ دائرة مركزها مد ونصف قطرها 
عدد موجب معين م ( شكل (9)). 

يقال لنقطة tal Zo‏ نقطة داخلية 4c Interior point‏ 8'إذا وجد جوار للنقطة م2 
يكون فة جزئية من 5 » ويقال للنقطة مع أنها نقطة خارجية Exterior point‏ للفعة 9 إذا 
وجد جوار للنقطة 0 لا يحوى أى نقطة من نقط 8 . إذا لم تكن م2 نقطة حارجية أو 
داحلية للفئة 5 فإنه يقال أن م2 نقطة حدية أو daa‏ حدود Boundary point‏ للفعة § . 
أى أن النقطة الحدية هى تلك النقطة التى يحوى كل جوار ها نقط من 8 ونقط لا تنتمى 
للفعة 5 . am‏ كل النقط الحدية للفئة 5 يقال ها حد Stall Boundary‏ 5 . فمثلا الدائرة 
-إء| هی حد لكل من الفئتين 


2 1 ةا وه 1>إ2ا| 


YA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


يقال لفعة ما أا مفتوحة Open‏ إذا كانت لا تحوى أى نقطة من نقطها الحدية . 
وسنترك للقارىء مهمة إثبات أن الفعة تكون مفتوحة إذا وفقط إذا كانت كل نقطة من 
نقطها نقطة داخلية ها . ويقال لفئة ما أنها مغلقة Closed‏ إذا كانت تحوى كل نقطة من 
نقطها الحدية . الفعة المغلقة التى تتكون من اتعاد الفعة 8 وفة نقطها الحدية تسمى مُعْلِقة 
وول الفكة ك ويرمز ها بالرمز 5 . ويجب ملاحظة أن الفئة! > |2| تكون مفتوحة ONG‏ 
الفئة 1 > || هى LE‏ كل من الفئتين 1 > || ىو 2(51| 

و بطبيعة الحال فإن بعض الفغات لا تكون مفتوحة أو مغلقة . ولكى لا تكون فة ما 
مفتوحة فإنها لابد وأن set‏ إحدى نقطها الحدية » ولكى لا تكون فة ما مغلقة فإنه 
لابد وأن نجد إحدى نقطها الحدية الغير منتمية ها . فالفعة ! > |2| > 0 ليست مفتوحة أو 
مغلقة ؛ بينا فئة جميع الأعداد المركبة تكون مفتوحة ومغلقة فى نفس الوقت وذلك لعدم 
وجود نقط حدية . 
يقال لفغة مفتوحة ف أنبا مترابطة Connected‏ إذا كان بالإمكان أن نصل أى نقطتين 


من نقطها بمسار مضلعى Polygonal path‏ ¢ يتكون من عدد محدود من القطع المسثقيمة 


الاعداد المركبة الما 


المتصلة نهاية بنهاية و يقع بأكمله فى الفعة 9 . فالفئة المفتوحة 1> |ء| مترابطة . والحلقة 
١ > | 2] > 2 Annus‏ هى بطبيعة الحال 43 مفتوحة وأيضاً مترابطة ( شكل )+ (OV‏ . 
الفئة المفتوحة المترابطة يقال ها نطاق Domain‏ . ويجب ملاحظة أن كل جوار يكون 
نطاقا تسمى الفئة منطقة Region‏ إذا كانت نطاقاً أو نطاقا مضافا إليه بعض أو كل 
نقطه الحدية . 


يقال لفئة $ أا تحدودة Bounded‏ إذا كانت كل نقطة من نقط 8 تقع داخل دائرة ما 
jz|=R‏ » وإذا لم تكن الفئة كذلك ail‏ يقال ها فة غير محدودة Unbounded‏ . فى البند 
التالى سنتعرض لمفهوم الفئة الغير محدودة بتفصيل أكثر . 

Zo dais Nae hye‏ أنها نقطة تراج Accumulation point‏ لفئة 5 إذا کان كل جوار 
للنقطة مه يحوى نقطة واحدة على الأقل » مختلفة عن مع » من نقط 8 . من هذا ينتج أنه 
إذا كانت 8 فة مغلقة فإنها تحوى كل نقطة تراك ها . وذلك لأنه إذا كانت وم نقطة 
ترام للفعة 8 بحيث كيمع Ob‏ مت LY‏ وأن تكون نقطة حدية للفئة 8 » ولكن هذا 
يناقض حقيقَةُ أن الفعة المغلقة تحوى كل نقطة حدية ها . ؤسيترك للقارىء مهمة إثبات 
أن عكس هذا يكون أيضاً صحيحا » أى أنه إذا كانت الفئة ك تحوى كل نقطة ترا؟ ها 
فإنها تكون مغلقة . وبالتالى فإن : 

الفعة 8 تكون مغلقة إذا وفقط إذا كانت تحوى كل نقطة ترام ها . 

من الواضح أن النقطة مء لا تكون نقطة ترام للفعة 8 إذا وجد جوار ما للنقطة to‏ 
لا يحوى أى نقطة » مختلفة عن 2 » من نقط 8 . لاحظ أن نقطة الأصل هى نقطة 
الترام الوحيدة للففة  main‏ (..,1,2-م) 
A‏ - نقطة اللانباية The Point at Infinity‏ 

من المفيد أحيانا أن نضم للمستوى المركب نقطة اللانماية ( أو النقطة فى 
مالا Cale‏ والتى يرمز لها بالرمز ب . المسبتوى المركب مضافا إليه هذه النقطة 
يسمى المستوى المر كب المميل Extended complex Plane‏ . 

ولنوضح مفهوم نقطة اللانهاية فيمكننا النظر إلى المستوى المر كب جا لو كان مارا 
خخط استواء كرة نصف قطرها الوحدة ومركزها النقطة 2-0 ( شكل )١1١(‏ ) . كل 
نقطة 2 من نقط المستوى يناظرها نقطة وحيدة ١‏ على سطح الكرة . النقطة ۴ هى نقطة 
تقاطع سطح الكرة مع الخط المستقم المار بالنقطة ع والقطب الشمالى ١‏ للكرة . بالمثل » 
كل نقطة P‏ على سطح الكرة » مختلفة عن القطب الشمالى N‏ » يناظرها نقطة وحيدة 2 


۳ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فى المستوى . فإذا ما اعتبرنا أن القطب الشمالى ١‏ للكرة bly‏ نقطة اللامهاية » فإننا 
بذلك نكون قد حصلنا على تناظر أحادى بين نقط الكرة ونقط المستوى المركب 
الممتد . هذه الكرة تعرف, باسم كرة ريمان Riemann sphere‏ » وهذا التناظر يعرف 
باسم الإسقاط الاستريو > )3 Stereographic projection‏ . 

لاحظ أن be‏ جية دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل فى المستوى ال ركب تناظر 
نصف الكرة الواقع فوق المستوى مع استبعاد خط الاستواء والنقطة ١‏ . بالاضافة إلى 
ذلك » فلكل عدد صغير موجب م ء تكون نقط المستوى المركب الواقعة خارج 
الدائرة 1/6 = || مناظرة لنقط الكرة القريبة من ١‏ . لذلك سنسمى الفئة 1/١‏ <|2| 
( جوار) للنقطة ه٠‏ 

عندما يحوى كل جوار للنقطة ب نقطة واحدة على الأقل من تقط فة معينة 8 فى 
المستوى OS Al‏ فإننا نقول أن © نقطة ترام للفعة 8 . وكمثال لتوضيح ذلك » النقطة 
0 تكون نقطة ترام للفئة نه = و2 » حيث ...,0.1,2 = om‏ کا أنها نقطة ترام 
للنطاق Imz>0‏ . ويجب ملاحظة أن الفئة 8 تكون غير محدودة ( کا فى بند ۷ ) إذا 
وفقط إذا كانت مه إحدى نقط تراكمها. 


وسنتفق على أنه عندما نقول نقطة × فإننا سنعنى نقطة فى المستوى SM‏ النهاق 
Finite‏ . وإذا ما أردنا Las‏ نقطة UW!‏ فسنذكر ذلك صراحة . 


١ 


1۰ 
لحل 


الاعداد المركبة ۳۹ 


ارين 


- فى كل حالة ارسم الفئة المعنية ووضح ما إذا كانث نطاقا : 
6 151+ 2 مز @ J22+3/>4;‏ رج , {Imz|>1 ® Imz>1‏ 
ه) 7/4 5 O |z—4] 2 |z| @|z]>0,0S arg z2‏ >> وت - 2 ]| >0 3 
حيث م2 نقطة ثابتة » 5 عدد موجب 
الأجوبة : كل من (ب) ء (ج) » (ز) تكون .نطاقا . 
- أى الفئات فى )١(‏ لا تكون مفتوحة أو مغلقة ؟ 
الإجابة : (ه) 
- أى الفعات فى )١(‏ تكون محدودة © 
الأجوبة dy:‏ (ز) 
- فى كل حالة ارسم 
arg 2<7 (h‏ >كج- ,121>0 [Re 2| > |z|;‏ رج ;1/2 ى )1/2( Re (z*) <0. 2) Re‏ 


- نفرض أن 8 هى الفئة المفتوحة التى تتكون من النقط 2 بحيث 


zl >1 أو‎ iz-2I/<1 
بين لماذا لا تكون $ مترابطة‎ 
بين أن الفئة 5 تكون مفتوحة إذا وفقطدإذا كانت كل نقطة من نقط $ نقطة"“داخلية‎ - 
. ها‎ 
: عين نقط تراكم كل فعة من الفئات التالية‎ 
Jz| < 1,0 S arg 2< دمورج:2/‎ (Hi (n= 1,2, ...)3 2a =" :ل ,اعم‎ h 
. z= )-1(")1 + P(r — Da (2 = 1, 2,...). © 


الأجوبة : (أ) لا يوجد . رب) 0 . )2( $i)‏ 1( + 
- اثبت أنه إذا كانت فئة تحوى كل نقطة ترام ها فإنها لابد ly‏ تكون مغلقة . 
- اثبت أن أى نقطة م من نطاق تكون نقطة تراج هذا النطاق . 
- اثبت أن أى فة نهائية من النقظ م2 .....22 ,و لا يمكن أن يكون ها نقط ترام 
فى المستوى المركب المتد اثبت أن نقطة اللانهاية تكون نقطة ترام لكل من الفنتين 


Rez>0 ‘ Rez<0. 


i 


SEN فم‎ 


Analytic Functions. الدوال التحليلية‎ 


سنعتبر الآن دوال المتغير الم ركب ونعطى نظرية لإيجاد مشتقات مثل هذه الدوال . 
والهدف الأساسى من هذا الباب هو تقديم الدوال التحليلية Analytic functions‏ التى 
تلعب دوراً رتا فى نظرية التحليل المركب ( أو العقدى ) Complex analysis‏ 
4 - دوال yack!‏ المركب Functions of a Complex Variable‏ 

لتكن 5 فة من الأعداد المركبة . « ۴ دالة Je Function‏ 5 © تعبير نعنى به قاعدة 
تحدد لكل z‏ فى 5 عدد مركب س » العدد المركب س يقال له قيمة عساو ۷الدالة f‏ عند م 


یرمز له بالرمز © 0۴ » اى 
ويرمز له بالرمز 25 


الفئة 5 يقال لها نطاق تعريف of definition‏ منعسمالدالة ۴ . وبالرغم من أن نطاق 
تعريف دالة ما كثيرا ما يكون نطاقا ( بحسب تعريف النطاق الوارد فى بند (۷) ) » إلا 
أنه يجب مراعاة أن هذا ليس صحيحا دائماً . 

نرى أنه ليس من الاثم دائماً استخدام تدوينات ( رموز ) مختلفة للتفريق بين الدالة 
وقيمها. فعلى سبيل المثال الدالة م المعرفة على الفغة2<1"] بالمعادلة 
- س2 يكن الإشارة إليها de‏ أنها الدالة 1/2 المعرفة على 2<1 مم1 . وعليه 
يمكن وصف الدالة بذكر قيمها عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريفها . 

عندما لا يذكر نطاق تعريف الدالة » نتفق على اعتباره أكبر فة ممكنة هذا التعريف . 
وعليه فعندما تتحدث عن الدالة 2 »> فإن نطاق تعريفها يكون جميع نقط المستوى غير 
الصفرية . 

'فى نظرية المتغيرات المركبة يظهر لدينا ما يسمى بالدوال متعددة القم 
Multiple-valued functions‏ « أى الدوال التى يمكن أن تأخذ أكثر من قيمة عند نقطة 
ما . مثال ذلك الدالة 21/2 التى ist‏ قيمتين عند كل نقطة غير صفرية فى المستوى 


* حاشية للمترجمين : يلاحظ القارىء أن مفهوم الدالة المستخدم يختلف عن ذلك المستخدم حالياً فى فروع 
الرياضيات ؛ بيد أن المفهوم الذى يستخدمه المؤلفون يسمح FU‏ سنرى بالتحدث عن الدوال متعددة القم . 


vt‏ امتغيرات المركبة وتطبيقات 


المركب . ودراستنا للدوال متعددة القم سوف تتضمن عادة دوال معينة وحيدة القم 
يحدد هما قيمة واحدة من pill‏ الممكنة عند كل نقطة . وسنتفق » ما لم ينص صراحة على 
غير ذلك » على اعتبار لفظ دالة مشيرا إلى دالة وحيدة القم . 

نفرض أن + + س = س هى قيمة الدالة ۴ عند iy‏ + × = #ءأى أن 

u+i=f(x+i). 
يعتمد على المتغيرين الحقيقيين »,و ؛ فمثلا إذا كان‎ vu كل من العددين الحقيقيين‎ 
فإن‎ « £@) = 22 
£@) = (& + iy? =x? — ر‎ + i2xy; 
فإن‎ ade y 
و ر »دن‎ v = 2xy. 

وهدا يوضح كيف يمكن لدالة لمتغير مركب 2 أن يعبر عنها بواسطة زوج من الدوال 
الحقيقية فى المتغيرين الحقيقيين رو : 
f(2) = u(x,y) + iv(x,y). (\)‏ 

وإذا اعطينا من الناحية الأخرى دوال حقيقية Guy)‏ ها و Sv OGY)‏ المتغيرين الحقيقيين 
y,x‏ فإن المعادلة )١(‏ يمكن استخدامها لتعريف دالة فى المتغير المركب iy‏ + ×= #8 . 
فمثلا إذا أعطينا الدالتين الحقيقيتين |المشار إليبما فيما بلى » فإنه يمكننا أن نكتب 
I@=y (a dt+ ivy (‘)‏ 
ومفهوم هنا أن نطاق تعريف الدالة ۴ هو الشريحه النصف لا نهائية! > بر> 1-,0 < ox‏ 
وذلك OV‏ هذه القم للمتغيرين ».و هى قم تقارب كل من التكامل المعتل والمتسلسلة 
اللانبائية . 

إذا كان (د,» ۷ فى )1( مساويا دائماً للصفر » فإن العدد (a)‏ ۴ يكون حقيقياً دائماً . 
وكمثال لدالة متغير مركب ذات قم حقيقية نذكر الدالة 2|2]- 02 . 

إذا ost‏ ۾ عدداً صحيحاً أكبر من أو يساوى صفر وكانت ي1....,8ه,وة. ثوابت 
مركبة » ob‏ الدالة 

P(z) = ao + "رن + °°° + 22 يه + هيه‎ (a, # 0) 

يقال ها كثيرة حدود من درجة ه . لاحظ أن المجموع هنا يحتوى على عدد محدود من 
الحدود وأن نطاق تعريف هذه الدالة هو المستوى المركب * بأكمله . دوال القسمة 
P(2y/O(z)‏ لكثيرات الحدود 5)2(,0)2 تسمى دوال قياسية fonctions‏ لددمناهه وهى 
معرفة لجميع قم 2 فيما عدا تلك التى تجعل 0خ (06 . كثيرات الحدود والدوال 
القياسية دوال بسيطة وهامة فى نفس الوقت من دوال المتغير المركب . 


الدوال التحليلية Yo‏ 


۰ - الرواسم Mappings‏ 
كثيراً ما يُظهر لنا اتمثيل البيانى لدالة حقيقية لمتغير حقيقى خواص هذه الدالة . أما فى 
الحالة (۴)2= م حيث woz‏ متغيران م رکبان » فلا يوجد مثل هذا الفثيل Gul‏ الميسر 
للدالة ۴ » والسبب فى ذلك أن كلاً من العددين war‏ له موقع » أى يشل بنقطة » فى 
المستوى وليس على خط مستقم . إلا أنه يمكننا مع ذلك كشف بعض المعلومات حول 
الدالة عن طريق تحديد أزواج من النقاط المتناظرة =(u,v), 2 =(,y)‏ س . ولاجراء ذلك 

. wat أنه من الأيسر رسم مستويين منفصلين لكل من‎ ad 


عندما نتصور الدالة فى هذا الاطار » Lib‏ عادة ما نطلق عليها راما ( أحيانا تطبيقا ). 
Mapping‏ أو تحو يلا Transformation‏ . صورة image‏ النقطة z‏ فى نطاق التعريف PS‏ 
النقطة (۴)2 = س » وفة صور جميع نقط فة جزئية 7 من 5 تسمى صورة 7 . وصورة 
نطاق التعريف 8 للدالة ۴ تسمى مدى مههههالدالة ۴ . الصورة العكسية Linverse image‏ 
للنقطة w‏ هى فة جميع النقط z‏ فى نطاق تعريف ۴ التى ها نفس الصورة س . الصورة 
العكسية لنقطة ما قد تحوى نقطة واحدة أو أكثر من نقطة › أو قد تكون الفعة الخالية ؛ 
والحالة الأخيرة Les‏ بطبيعة الحال عندما تكون س غير محتواة فى مدى ۴ . 


مفاهم مثل الانتقال «Transition‏ الدورات Rotation‏ و الانعكاس Reflection‏ 
تستخدم لإبراز خصائص هندسية WE‏ لرواسم معينة . وقد يكون من المفيد فى مثل 
هذه الحالات اعتبار المستويين ا م ركبين wz‏ كمسبتوى واحد . وعلى سبيل المثال الراسم 
w = 2+1‏ يمكن اعتباره انتقال مقياسه الوحدة على المين لكل نقطة 2 . والراسم =iz‏ س 
يمكن اعتباره دورانا مقياسه ٠/2‏ ف اتجاه مضاد لدوران عقرب الساعة وذلك لكل 
عدد مركب غير صفرى 2 ؛ والراسم د س هو تحويل يرسم كل نقطة z‏ إلى صورتها 
بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى . 


يمككن فى العادة الحصول على معلومات أكثر عن الدوال بعمل مخططات بيانية لصور 
لمنحنيات أو مناطق » وذلك بدلا عن الإشارة ببساطة إلى صور بعض النقط المفردة . 
وكتوضيح لذلك فإن الدالة 
بوذ - +y¥‏ ل = (2)/ 
ترسم Maps‏ نقط الدائرة cxtty? =e?‏ حيث ht Gy. c20‏ الخط المستقم 
anc‏ وذلك OY‏ تبرج تي دب . حيث أن و- =۷ وحيث أن و تأخذ قيما تتراوح من 
»- إلى ob ce‏ صورة الدائرة هى فى الواقع القطعة المستقيمة -ceSvosccuse‏ 


۳۹ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
( شكل )١١(‏ ) . وحيث أن النقطتين (xy)‏ = 2 ,(ورج) = 2- هما نفس الصورة س » 


فإن كل نقطة على هذه القطعة المستقيمة » فيما عدا نقطتى النهاية » تكون صورة 
لنقطتين على الدائرة . 


ونطاق تعريف هذه الدالة هو المستوى المركب z‏ بأكمله » وكل نقطة 2 تقع على دائرة 

من هذه الدوائر وذلك OV‏ » عدد حقيقى ثابت غير سالب . وكا أسلفنا فإن. صورة كل 

دائرة تكون قطعة مستقيمة » كا أن كل قطعة من هذه القطع المستقيمة هى صورة 

لواحدة فقط من هذه الدوائر . وعليه فإن مدى هذه الدالة هو ربع المستوى : 
u20, —usvsu.‏ 

Limits النبايات‎ - ١ 
ty اللهم فيما عدا النقطة‎ czy لتكن ۴ دالة معرفة لجميع نقط جوار ما لنقطة‎ 
الدالة ۴ عندما تقترب 2 من‎ Limit نفسها . التقرير القائل بان العدد المركب مس هو نباية‎ 

م2 » pally‏ عنه رمزيا على الصورة 
Jim f@) = Wo Q)‏ 
يعنى أن النقطة we fa)‏ يمكن جعلها قريبة قربا اختيارياً من و« وذلك بإختيار مناسب 
للنقطة 2 لتكون قريبة قربا كافيا من مه وعلى أن تكون + مختلفة عن م2.والآن سنقوم 
بصياغة هذا التعريف للنهاية فى صورة محددة دقيقة وعملية . 

التقرير (۱) يعنى أن لكل عدد حقيقى موجب ء يوجد عدد حقيقى موجب 
5 بحيث 
زفة م > wo]‏ - (2)ر| Ub‏ كان ,5< أوة -2| >0 


الدوال التحليلية ry‏ 


وهذا التعريف يعنى هندسيا أنه لكل جوار ۾ > |w—wol<e‏ للنقطة We‏ يوجد 
جوار 8 »> 1>8م12-2ء للنقطة مه LA‏ تكون صور جميع نقط الجوار ى »مع 
احتال إمكانية استبعاد النقطة zg‏ » واقعة جميعا فى الجوار ه. ( شكل CON)‏ . ونشير 
إلى أنه ليس من الضرورى أن تغمر هذه الصور الجوار ء بأكمله ؛ وعلى أية حال فإن 
النقط 2 تشمل النطاق 8> إمه- 0>|2 بأكمله . لاحظ أيضاً أن 2 يمكن ها أن 
تقترب من وم بأية طريقة كانت » وليس فى اتجاه معين خاص . 


)١؟لكشر‎ 


تعريف )1( يتطلب أن تكون الدالة 6 معرفة لجميع نقط جوار ما للنقطة ty‏ » مع 
احتال استبعاد م2 نفسها . مثل هذا الجوار له وجود بطبيعة الحال إذا كانت النقطة م2 
نقطة داخلية لمنطقة فى نطاق تعريف 6 . ويمكن لنا توسيع تعريف النهاية ليشمل الحالة 
التى تكون فيا م2 نقطة حدية هذه المنطقة وذلك إذا اتفقنا على أن تتحقق المتباينة 
»> إرس- (تىم| فى )1( لجميع النقط 2 النتمية لكل من المنطقة والنطاق 
5< إو 0٠>|-‏ (أى لجميع bt‏ تقاطع الفثتين ) . 
التعريف )1( بمدنا بطريقة لاختبار إمكانية أن تكون نقطة معينة نهاية ماء إلا أنه مع 
ذلك لا يعطينا وسيلة لتعيين هذه النہاية saa a‏ زم 
الفصل » ستمكننا بالفعل من حساب العديد من النهايات . 
اعتبر OW‏ الدالة 1/2 = f(z)‏ المعرفة على القرص الدائرى المفتوح 1> |2| . سنيين أن 
lim eae,‏ 
النقطة 2-1 هى نقطة حدية لنطاق تعريف dN‏ . لاحظ أنه إذا كانت + واقعة فى 
المنطقة ‏ 1>إ2| وباج فر oy CONES ae‏ 
fe) - 3|- 2 -3|- Eesti‏ 
2 2 
ala)‏ لله لازم عله ال comp pene ale Sige‏ م يكون 6 
O<|z-1] <2. Wb Fre‏ 
أى أن الشرط (۲) متحقق إذا أخذنا 8 مساويةللمقدار ور ( شکل ICO’‏ 
أى عدد موجب أصغر منه . 


۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لإعطاء توضيح أكثر للتعريف (۲) سنبرهن الآن أن 
ف (ن + lim @x + iy?) = 4i (2 = x‏ 


ر شکل ۱٤‏ ) 
الآن لكل عدد موجب. » يتعين علينا إيجاد عدد موجب 8 بحيث 
)%( مو>إنه- تن +ءعر1|2 O<|z-2i)<5. Wh‏ 


وللوصول إلى ذلك » نكتب : 
|y + 2|‏ |2 - را + |×|2 = |4 - *ر| + |×|2 ك iy? - 4i|‏ + 2| 
نلاحظ أن المتباينة gel‏ فى (4) Wh gins‏ كان 
Pl ly #215.‏ و اناك 
المتباينة الأولى ( المنى ) متحققة بطبيعة الحال إذا كان 4/ء> [x]‏ . لإيجاد 
الشروط التى يجب وضعها على و حتى تحقق المتباينة الثانية نلاحظ أنه إذا قيدت y‏ 
بالشرط 2|>1 ر| ob‏ 
' 5> 2+4 -م| ع ly+2|=|0-2+4]‏ 
وعليه يكون 
و كل(ي) > ly-2llv+21‏ 

وذلك طلما كان (1 ,8/10) |y— 2| <min‏ حيث (1 ,6/10{ min‏ تعنى صغرى القيمتين 
0 و ١‏ . يتبين لنا الآن أن الشرطين وإء>|×| و (10,1/) min‏ > |2 بر يمكناننا 

ن إيجاد قيمة مناسبة للمقدار م هى 

8 8 
a = min {5,1} 

( انظر شكل (18) ) . 

لقد افترضنا ضمنيا أنه إذا وجدت لدالة ۴ نهاية Ob‏ هذه النباية OSS‏ وحيدة . 


الدوال التحليلية r4‏ 


والواقع أن هذه حقيقة واقعة » ولبرهان ذلك نفرض أن 
limf@=" gy  limf@=",‏ 
8-30 


E720 


ر شکل ۱١‏ ) 
Wom, >‏ . وعليه Ob‏ لكل عدد حقيقى موجب اختيارى » توجد أعداد 


حقيقية موجبة وق , رة عيث 

0>|2 - >|م2‎ 66 Wh If@-wl<e 

ع > لم - Ub lf@‏ .رة >إمت - 2|> 0 
وعليه فإذا كتبنا 2/|« م« |= وأخذنا 6 لتكون صغرى القيمتين 
dy‏ و ,6 فإن المتباينة التالية تكون صحيحة لجميع 2 المحققة للمتباينة 8 > |م2 - 2| > 0: 

[wo — | = (E) — wı] - f(2) — well 
ك‎ FE - wl + f(2 - wo] < 26 = [wo — wı |. 

لكن استحالة تحقق المتباينة |« - م«| > [Wo wi]‏ تجعلنا نستنتج أن le‏ الدالة تكون 
وحيدة . وفى ble‏ هذا البند يجدر بنا أن نشير إلى أنه يمكننا بسهولة إعطاء معنى للتقرير 
wo (9)‏ = (2 ل jim‏ 
وذلك عندما يكون أى من العددين ومن« أو كلاهما نقطة اللانباية . وكل ما نفعله 
هنا هو أن نستبدل الجوارات المناسبة للعددين معب« بجوارات لنقطة اللانهاية . وعلى 
سبيل المثال فالتقرير 
lim f(2) = wo (a)‏ 
يعنى أنه لكل عدد حقيقى موجب ۾ يوجد عدد حقیقی موجب ۾ بحيث 

»>او«- را Wb‏ >| 
أى أن النقطة (6 تقع ف الجوار ء>إمس-«| للنقطة wo‏ طالما وقعت 2 فى الجوار 
6 > |2| لنقطة اللانباية . 

ولتوضيح ذلك نلاحظ أن : 


bra 


f‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وذلك لأن 


<8 


| طالما عل <ا2ا 
أى أنه ILS‏ :ل دة فى هذه الحالة 

تعريف النباية فى الحالة التى تكون فيا م« فى (د) هى نقطة اللانباية » وكذلك فى 
الحالة التى تكون فيبا كل من م2ن« نقطة اللانباية » سنتركه للتارين التى تشتمل على 
أمثلة محددة . 


Theorems on Limits نظريات على النبايات‎ — AY 


يمكن لنا تسهيل معالجة النبايات عن طريق Be ole!‏ بين Ale‏ دالة متغير مركب 
ونبايتى دالتين حقيقيتين كل منهما دالة متغيرين حقيقيين » والتبايات من هذا النوع 
الأخير سبق معالجتها فى حساب التفاضل للمتغيرات الحقيقية » وعليه ا 
خرية تعاريف وخصائص هذه الهايات ( نعنى تعاريف وخصائص نبايات الدوال 
الحقيقية لمتغيرين حقيقيين ) . 


نظرية ١‏ : نفرض أن 


f(2) = ux y) + iolxy), 2o = Xo + iyo, Wo = ولا‎ + io oat 
lim f(z) = w, 
lim fi 0 0) 
إذا وفقط إذا كان‎ 
lim u(x,y) = to 3 lim ox, y) = مه‎ (Y 
(ay) (xoyo) (x9) (0.70) 


Ob‏ النظرية سنفرض Vol‏ صحة التقرير )1( ثم نبرهن صحة الشروط )1( وفقاً 
للتقرير )١(‏ » يوجد لكل عدد موجب ۾ عدد موجب 8 يٺ 
WL |ulx,y) - up + ifolx,y) - v9]| > e‏ 8 > |زمبر- xo + iy‏ - | > 0 
وحيث أن 
|u(x,y) - ue] S ju(x,y) — Up + i[r(x,y) — v9]|‏ 
ifo(x,y) — vo].‏ + ون - loy) — vo] S u(y)‏ 
ag‏ أن 
|o(x,y) - to| >‏ و 2 > |u(x,y) — uo]‏ 
طالما 2ق > بر سر + 2+ - »)>0 وهذا يبين صحة الشروط (؟) . 
دعنا OVI‏ نفترض صحة الشروط )1( . لكل عدد موجب 2 يوجد عددان موجبان 


الدوال التحليلية 4 
6 وة ot‏ 


0 >)» =x)? +0)? > A? Ut [0649 - امه‎ <5 


Ke 


0<(x— x) +(V— Yo)? > 2يق‎ tb — u(x, y) — vo | <5 


لتكن 8 صغرى القيمتين ,ة , رة . حيث أن 

|u(x,y) — uo + ifo(x,y) — vo] | ك‎ u(y) — uo | + (تزرح)ة|‎ — vol, 
lag 
0 <|x + iy — (xo + iyo)| > ê. طللما‎ u(y) + iv(x,y) — (uo + ing) | > 8 


وهذا هو التقرير )1( » ومنه يكون برهان النظرية قد استكمل . 


نظرية ۲ : نفرض أن 


lim f(2) = Wo و‎ lim F(z) = Wo (Tv) 
es ; إذن‎ 
lim [f(z) + F(2)] = wo + Wo, (4) 
lim Lf(2)F(2)] = wo Wo, (°) 
ا‎ tim £2) _ Wo : 

Wo (4)‏ )۴2ء بشرط أن Wo#0‏ 


برهان هذه النظرية الأساسية يمكن الحصول عليه بشكل مباشر من تعريف نباية Blo‏ 
متغير مركب ( بند ))١١(‏ . إلا أنه Se‏ الحصول على نظرية (؟) بشكل أسرع وذلك 
باستخدام نظرية )١(‏ وكذلك نظريات النبايات للدوال الحقيقية لمتغيرين حقيقيين . 

حتى نعتبر برهان الخاصية )0( 6 مثلا bo‏ نكتب 

J(2) = u(x,y) + iv(x,y), F(2) = U(x, y) + V(x), 

Zo = Xo + وولزة‎ Wo = Uo + ido, Wo = Uo + iVo. 
من (ولاءن<) يكون لہایات‎ OGY) نرى أنه عندما تقترب‎ » )١( من الغرض (۳) ونظرية‎ 
وجودء ألا وهى وناءوللارولارولا عل التعاقب . وعليه فتكون نہایتی‎ V.U.v,u الدوال‎ 
الجرئين الحقيقى والتخيلى للدالة‎ 

/)2(1)2( = u(x UGS) — (xP) + io, y)U,y) + ulx,y)Vx,y)] 
. Kao) من‎ OGY) ,ولاونا + ولآن؟ على التعاقب وذلك عندما تقترب‎ UgQUg-VoVq هما‎ 
ALS وعليه فإن ()2(۴)/ يكون‎ 
Ug Ug — vo Vo + i(vo Uo + ولا‎ Vo) = wo Wo. 

وذلك عندما تقترب 2 من 20 . Wey‏ يكتمل برهان خاصية )9( . 
من تعريف النهاية نرى أنه لكل م 


tY‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


lim z = وج‎ 
z*zo 


وذلك لأنه يمكن اعتبار dae‏ ف حالة ما إذا كانت = (©)ر. وعليه فمن الخاصية )0( 
وباستخدام الاستنتاج الرياضى يكون 


lim 2” =z," (n=1,2,...). 
فإن‎ WE عدداً مركبا‎ e وكمثال آخر نقول إنه عندما يكون‎ 
lime ع‎ ce. 
. . zt 

من ذلك dey‏ ضوء الخاصيتين (5) » )0( نجد أن Ale‏ كثيرة الحدود 

٠00 +.a,2" (a, # 0)‏ + 2ج يه + P(z) = ao + az‏ 
عندما تقترب 2 من ay‏ هى قيمة كثيرة الحدود عند هذه النقطة » أى أن 
lim P(z) = P(zo). (Y)‏ 


خاصية أخرى هامة للنبايات هى 
(4)إذا کان iis) = w‏ فإن im 12) = |wo|‏ 
والتى يمكن en‏ على برهانها بسهولة باستخدام التعريف والتباينة ” 
LF) - wol-‏ ك | wol‏ |- !)را 
وف النهاية نشير إلى أن نتائج هذا البند تستخدم فقط نقط المستوى المحدود . وا 
أشرنا فى بند ٠ (A)‏ فلن نعتبر نقطة اللانهاية إلا إذا ذكرنا ذلك صراحة . 


تمارين 
4 ~ لكل من الدوال المعرفة التالية صف نطاق التعريف الممكن 
yop aul-leo roe {‏ كت ects‏ 
f(z) = ari 0)‏ + (ب) cae. Ht f{@= Are(-‏ = )@£ 4رد f= Tp‏ 
الأجوبة chi‏ اج2 ؛ رج Rez¥0‏ 
tly fe - ۲‏ نطاق تعريف الدالة , 
.سكسم + > ام 
اثبت أن f(e)‏ = (ج)م وذلك مجميع 2 فى نطاق تعريف الدالة ۴ المبينة فى معادلة (۲) من 


. (A) بند‎ 

۳ - اكتب الدالة 4241 f@)=23‏ على الصورة =ulx,y) + ¡۷ (xy)‏ )£2 . 

٤‏ - لیکن =x2-y2-2y + i(2x-2xy)‏ )2( . باستخدام المتطابقات (4) لبند (*) » عبر » ومن 
ثم bes‏ . عن (۴)2 بدلالة 2 . 
الإجابة  :‏ 22 +224 


ه - فى شكل (؟١)‏ اعتبر أن النقطة 2 تتحرك على الدائرة 2-2و +2 فى اتجاه مضاد 


۱۲ 


١ 
15 


16 


۱٩ 


الدوال التحللية er‏ 


لعقرب الساعة وذلك ابتدأءا من النقطة ce‏ . صف المسار المناظر للنقطة 

= ۷ ا ر + تير‎ iy 
لبرهان كل من‎ )١1( من بند‎ )۲( re لتكن ى2,ع,ه اعداداً مركبة ثابتة . استخدم‎ 
im @ + تمع مدن‎ +e (¢ jim «z+ 2= a2 +€ ww) ۽‎ lim e=e 0 
‘ lim -[(رج عه جع‎ 1+ 1 (©) oe Zo (A) + fim RR @ 
“Tima (/z)=0 0) 
)١4( برهن القضية (4) من نظرية (۲)بند‎ 
» أ ) باستخدام نظرية (١)إبند:(1١)|وكذلك خواص نبايات الدوال الحقيقية‎ ( 
. رب) بالاستخدام المباشر لتعريف (؟) بند(١١) للنهاية‎ 


لیکن n‏ عددا صحيحا Plager yp‏ ,(0)2 کیرات حدود حيث 0+(0)20 . استخدم 
نظرية (۲) بند )1 1( وكذلك النبايات المبرهنة لإيجاد 


in 70 

139 Q(z) ; 

الأجو به : ch‏ "1/2 + رب :0'؛ P(zo)/Q(zo) wy‏ 

بوضع مهدع دوه اثبت wool‏ = ار هنر }13 وفقط إذا كان jim f@o + 42( =Wo‏ 
بفرض أن 0- lim f(@)‏ برهن أن 0 = ونج إذا أمكن إيجاد عدد 
موجب lo 5 34 OAM‏ لجميع النقط 2 فى جوار ما يحوى م2 . 

فسر التقرير )0( من بند )١١(‏ لكل من الحالتين الآنيتين : 

wo )1(‏ هى نقطة اللانهاية « 

(ب) النقطتان «,ىج WIS‏ نقطة اللانهاية 

استخدم تعريفا للنباية متضمنا لنقطة اللاناية لبرهان كل من : 

100 


_ 1 
؛ رج‎ lim (e) + lim — (2o #0) ( 
“80 Zz" 


z+‏ امم 


1 1 
+ lim 322 = ؛‎ im ‘ 
حا‎ Oe BN oa O cia 


اثبت أن النهاية من نوع (5) لبند (VN)‏ تكون وحيدة 

برهن خاصية (A)‏ بند (VY)‏ 

لتكن الدالة @=X+ iy)‏ لافم*م =(ع)۴ معرفة على المستوى المركب بأكمله . 

(أ) إذا کان مع مس » اثبت أنه يوجد عدد لانهانى من النقط z‏ فى أى جوار للنقطة 
{@=wWe KO‏ . 

(ب) بين أن tim fee)‏ ليس ها وجود ( بجا فى ذلك ته ). 

تفسير آخر للمعادلة (۴)2=« هو ما يعرف بالمجال الاتجاهى field‏ 76007 فى نطاق 

تعريف الدالة ۴ . لكل نقطة (x,y)‏ فى نطاق تعريف الدالة تعين هذه المعادلة متجها we‏ 


oe) as yp‏ . بين بمخططات بيانية OYE!‏ الاتجاهية الممثلة بالمعادلات 


w= ar با‎ = 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


Continuity الاتصال‎ - ١8 
عند النقطة م إذا تحققت الشروط الثلاثة الآنية‎ continuous يقال لدالة ۴ أنها متصلة‎ 


مجتمعة : 

)0( الغباية lim f(z)‏ لما وجود » 

» ها وجود ( أى أن ۲ معرفة عند و‎ fey) 
لسر‎ =f) (F) 

لاحظ أن التقرير (۳) يتضمن بالفعل التقريرين )١(‏ » (؟) » ذلك أن الشرط Br)‏ 
كينونته يفترض وجود القم المعنية فى الطرفين . الشرط () يقرر أنه لكل عدد 
موجب م يوجلعدد موجب ق CF‏ 
)4( ع > المع)/,- هارا طلما 6 > إمت- | 

يقال لدالة متغير مركب أنها متصلة فى منطقة ٩‏ إذا كانت متصلة عند جميع نقط 
المنطقة ۴ . 

إذا كانت هناك دالتان متصلتان عند نقطة » فإن كلا من مجموعهما و حاصل ضرببما 
دالة متصلة عند نفس النقطة ؛ کا أن حاصل قسمة الدالتين يكون متصلا عند هذه 
النقطة بشرط أن يكون المقام مغايرا للصفر عند هذه النقطة . هذه Cilla AA‏ هى نتائج 
مباشرة لنظرية (؟) بند )١7(‏ . لاحظ أيضاً أن المعادلة (۷) بند (VY)‏ تبين أن كثيرة 
الحدود دالة متصلة فى المستوى المركب بأكمله . 

دعنا OV‏ نبين مباشرة من التعريف )£( أن تحصيل الدوال المتصلة 
Composition of continuous functions‏ يكون بدوره دالة متصلة . وحتى نکون 
محددين » نفرض أن ۲ دالة معرفة على جوار لنقطة م2 » ولنفرض أيضاً أن صورة هذا 
الجوار محتوى فى منطقة فى نطاق تعريف الدالة ۾ . وعليه تكون الدالة المحصلة [(2)/]و 
معرفة لجميع ± فى هذا الجوار للنقطة م . إذا كانت الآن ۴ متصلة عند tg‏ وكانت ۾ 
متصلة عند Ob » fg)‏ الدالة المحصلة GAS]‏ تكون متصلة عند وع ؛ ذلك أنه على 
ضوء اتصال ۾ » نعلم أنه لكل عدد مؤجب ۾ يوجد عدد موجب 7 بحيث 

e‏ > |[لم ةياو <y. Wt Iglf@I-‏ ا(معار- ارا 
لكن ب يناظره عدد موجب 5 تتحقق معه المتباينة اليسرى أعلاه وذلك WU‏ كان 
8 > |2 -2| ؛ وهذا يبرهن اتصال الدالة المحصلةء 

من نظرية )١(‏ بند (1١)ءنتبين‏ أن دالة متغير مركب ۴ تكون متصلة عند النقطة 

. إذا وفقط إذا كانت كل من م ركبتيهاا سه دالة متصلة هناك‎ zg =(Xq.¥q! 


الدوال التحليلية يق 


من هذه النتيجة نرى » على سبيل المثال » أن الدالة (و-2 + f= xy?‏ دالة متصلة 
فى المستوى ال رکب بأكمله وذلك oY‏ مركيتيها كثيرق حدود فى my‏ وهى بدورها 
متصلة عند كل نقطة (x,y)‏ . بالمثل الدالة =e%Y + isin (x2-2xy3)‏ (ع)۴ دالة متصلة لجميع 
2 وذلك لاتصال كثيرات الحدود فى yx‏ وفى نفس الوقت اتصال كل من الدالة الأسية 
ودالة الجيب . 
خصائص عديدة لدوال المتغير المر كب المتصلة يمكن استنباطها من الخصائص المناظرة 
للدوال الحقيقية المتصلة فى متغيرين حقيقيين" . 
لنفرض على سبيل المثال أن الدالة (و,»)؟ ذ+(د,»)» - )4 متصلة فى منطقة ۴ مغلقة 
ومحدودة]الدالة|*[(ر,)ك] + JP‏ هی إذن متصلة فى ۸ ومن ثم يكون لها قيمة عظمى 
عند نقطة ماء أو ATT‏ » من 2 . وهذا يعنىأن الدالة ۴ تكون محدودة RG Bounded‏ 
وأن21)/] تصل إلى قيمة عظمى فى ۸ . وحتى نكون أكار تحديداً » فإنه يوجد عدد 
موجب M‏ بحيث 


cRdze4 fM 
. 8 وأن 8 =|( عند نقطة واحدة على الأقل فى‎ 
من نظيرتها الخاصة بالدوال الحقيقية فى متغيرين‎ bole الحصول‎ Se ونتيجة أخرى‎ 
حقيقيين تنص على أن أى دالة ۴ متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة © لابد وأن تكون‎ 
إيجاد قيمة وحيدة‎ os ؛ وهذا يعنى أنه‎ Ske Uniformly continuous منتظمة الاتصال‎ 
. ۴ فى المنطقة‎ tg ومحققة للشرط )£( لجميع النقط‎ » 2g ة » غير معتمدة على‎ 


Derivatives المشتقات‎ — 1€ 


لتكن ۴ دالة sgt‏ نطاق تعريفها على جوار للنقطة و . نعرف مشتقة Derivative‏ 
الدالة ۴ عند النقطة م2 ء والتى یرمز ها بالرمز (م2)؟ > على NM poll‏ : 
feo = lim AED 00‏ 

£0 — يكوا 

وذلك بشرط وجود هذه النهاية . يقال أن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق Differentiable‏ عند 
النقطة zy‏ إذا أمكن إيجاد مشتقتها عند و2 . 

إذا عبرنا فى التعريف )١(‏ عن المتغير OSM‏ 2 بدلالة المتغير ال ركب الجديد 

Az ع‎ 2- Zo, 


J (4)‏ هذه الخصائص المستخدمة هنا نشير على سبيل SEY‏ إلى كناب “Advanced Caleuius”‏ 
W.R. Mann,‏ و 195102 ALE,‏ الطبمعة الثانية ص SAVY ء۱۳۹١ - ۱۳١ Cub‏ 


45 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فإنه LSE‏ كتابة be ec ey a‏ 
fled) 5‏ = قط دما لون = Fas)‏ 
ad as‏ له وجود لجميع 
قم [Az]‏ الصغيرة صغرا كافيا . 

إذا اعتبرنا الصيغة )1( لتعريف المشتقة » فإننا كثيرا ما نسقط الدليل تحت 
ونستخدم المقدار 


Zo 


=f + Az) - /)2(‏ 
الذى يشير للتغير فى (ت)/- «المناظر للتغير ع ف المتغير 2 . و عليه فإذا كتبنا dwidz‏ 
ليدل على (2)) » تصبح )1( على الصورة 
oF in —. (vr)‏ 
افرض على سبيل SU‏ أن 22 =۲ . لكل نقطة ± » يكون 

dun. ~ = = stm m زو ے  > کے‎ = lim 1 (2z + Az) = 2 
of'@) = 22 أو‎ dwidz = 2203 حدوة !فق ع4 . وعليه‎ Se 22 + Az oY وذلك‎ 
هنا‎ + f@)=|z/? لنفحص الآن الدالة‎ 

Aw [z+ Az|? - [2]? ( + AZXE + Az) — 2 Az 

ea ee 
. عند نقطة الأصل‎ duldz =0 ؛ وعليه تكون‎ Awaz = Ag OB ٠ 2 =0 وعندما تكون‎ 
هذه النباية ( وحيدة القيمة ) يمكن‎ Ob ها وجود عندما0 ع ع‎ AwiAz إذا كانت نباية‎ 
الحصول عليها بأن نترك م4 تقترب من الصفر بأية طريقة شنا . إذا ت ركنا » على‎ 
» سبيل التخصيص » عم تقترب من الصفر خلال قىم حقيقية فإن عد - عد‎ 
ع4/س۸ هى + 2. أما إذا جعلنا عه تقترب من الصفر خلال‎ ly ويتضح أن‎ 
تمه- =4 وعليه تكون النهاية هى - 2 .و حيث إن أى نهاية‎ Ob قم تخيلية صرفة‎ 
وحيدة » فإنه يتبين لنا أن هق ليس لما وجود عندما 0عوz ؛ وبالتال‎ 
. ها وجود فقط عند نقطة الأصل‎ dwidz Ol 

هذا المثال يبين أن دالة ما قد تكون قابلة للاشتقاق عند نقطة ما ولا تكون قابلة 
للاشتقاق عند أى نقطة أخرى فى أى جوار لتلك النقطة . م يبين المثال أيضاً أنه بينا 
تكون الأجزاء الحقيقية والتخيلية لدالة ما لتغير مركب لها مشتقات جزئية متصلة لجميع 
الرتب عند نقطة ماء إلا أنها قد تكون مع ذلك ليست قابلة للاشتقاق عند هذه 
النقطة . ففى المثال f@= lz)?‏ قيد البحث » نعلم أن الأجزاء الحقيقية والتخيلية هى 
ر + × = ofx,y) = 0 0 u(x,y)‏ 

على التعاقب 


الدوال التحليلية ۷ 


لاحظ أن الدالة || - )م متصلة عند كل نقطة فى المستوى . وعليه فإن اتصال 
دالة عند نقطةما لا يستلزم بالضرورة وجود المشتقة عند تلك النقطة . إلا أنه » مع 
ذلك » توجد حقيقة واقعة تنص على أن : وجود المشتقة لدالة ما عند نقطة ما يستلزم 
0 اتصال هذه الدالة عند تلك النقطة . لبرهان ذلك » نفرض أن flag)‏ ها 
د . الآن 
0 = )29 — م UO) Jeo] = tim 22 LE 0 jim‏ صخر 


ا 
lim fe) = fen).‏ 


وهو شرط اتصال ۴ عند م2 ٠‏ 


6 - صيغ الاشتقاق Differentiation Formulas‏ 
تعريفنا للمشتقة يطابق فى صورته تعريف مشتقة الدالة الحقيقية فى متغير حقيقى . 
Gy‏ الواقع Ob‏ صيغ الاشتقاق الأساسية المعطاة فيما بى يمكن الحصول عليها من 
التعريف بالاضافة إلى نظريات مختلفة عن النهايات وذلك باستخدام نة نفس الخطوات »فى 
الأساس » المستخدمة فى حساب التفاضل لدوال المتغير الحقيقى . فى هذه الصيغ 2 
pe‏ لمشتقة الدالة ۴ عند النقطة ع بأحد الرمزين f@‏ أو (de‏ وذلك حسما 
يكون أى الرمزين أكثر ملائمة . 
ليكن » عددًا مركبا القن رارض ادر جه كيه للاشتقاق عند نقطة 2 . من 
السهولة إثبات أن 
4 4 
gor t= {a= Q)‏ 
وأيضاً » إذا كانت لمشتقى اناي ۴ وجود Ob‏ 
F(2)] = f'(2) + F'(2) (‘)‏ + (2) ناوج 
{oral eo + ave 0‏ 
وعندما تكون ٠‏ فإن 
Ff oe Far 22‏ _ 72 


0 ] 221 
إذا كان ۾ عددًا صحيحا موجبا ob‏ 
d‏ 


ےم = گے سے 
22 

عند كل نقطة z‏ . 
وهذه الصيغة صحيحة أيضاً عندما يكون « عددًا صحيحا سالبا وذلك بشرط أن 


تكون 0 عو ج ٠.‏ 


tA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لاستنباط الصيغة )1( » مثلاً > نكتب 
Aw = f(z + A2) - f(2), AW = F(z + Az) - F(2)‏ 
إذن 


f(z + AFC + A2) fF) _ nyt AW ع‎ wi Aw الذي‎ 


لاحظ iss rg‏ عند 2 ay‏ لكونها قابلة es‏ عندها ؛ وعليه 
فإن سه تؤول إلى الصفر عندم تؤول ء4 إلى الصفر . الآن يمكن الحصول 
على الصيغة )1( وذلك فى ضوء نظريات النهايات للمجموع وحاصل الضرب . 
توجد Lal‏ قاعدة السلسلة لمشتقة تحصيل دالتين . لنفرض أن الدالتين ۴,ع قابلتان 
للاشتقاق عند النقطتين f@o)itq‏ على التتابع . إذن الدالة [2)]ع -(5)2 ها مشتقة عند م2 


ويكون 
F'(zo) = 9' Lf Zo) If'@o) cy‏ 
إذا كتبنا W=g(w), w= f(z)‏ فإننا نلاحظ أن قاعدة السلسلة للدالة F@)=W‏ تصبح 
dW dw‏ د dW‏ 
d dw dz‏ 


ولتوضيح ذلك دعنا نحسب مشتقة 222405( . إذا وضعنا w=2z241‏ ,كم =۷ Ob‏ 
Df = whe = 20202" + it‏ +02 £ 
لبرهان الصيغة (5) نختار ابتداء نقطة معينة tg‏ بحيث f'Go)‏ ها وجود. ضع 
Wo =F)‏ وافترض tal‏ أن g'(wo)‏ ها وجود . يوجد الان جوار ما Jw—wol<e‏ 
بحيث يمكننا تعريف الدالة الآتية » لجميع النقط س فى هذا الجوار » 


grey.) (w # wo),‏ _ سطس 


OW = W—-Wo (VY) 
0 (w = Wo). 
للمشتقة » نلاحظ أن‎ )١54( على ضوء تعريف )1( بند‎ 
lim ®(w) = 0 (A) 


حيث penal‏ ها وجود - ومن ثم فإن (2)/ تكون متصلة عند zg‏ - فإنه يمكننا اختيار 
عدد موجب 8 بحيث تقع النقطة ()] فى الجوار :>إم«-«| للنقطة م« وذلك 
إذا وقعت z‏ فى الجوار 5 > |رz‏ - | للنقطة zy‏ . وعليه فإنه يحق لنا استبدال Sw‏ التعبير 
(۷) بالعدد )۴ طالما كانت z‏ نقطة فى الجوار و > |مج  ٠2‏ إذن باستخدام التعويضين 
Ob wo =f(zg),w = ۴)2‏ التعبير (۷) dak‏ إلى 


MON VEN tot py + oa OLED 4 ك4‎ 


الدوال التحليلية 4“ 


حيث ‏ 8>إ[نء0>|2-2» 
مع النص على أن م 2002 وذلك حتى لا يسمح لنا بالقسمة على الصفر . الآ 
؛ متصلة عند م2 ٠‏ © متصلة عند (8020-ى8 وذلك بسبب المعادلة (A)‏ وحقيقة أن 
0 >-0000)©ه . وعليه Ob‏ الدالة المحصلة Lf)‏ تكون متصلة عند معو 
jim f2] =‏ 
disks‏ الهاية عندما تقترب 2 من م2 › فإن المعادلة (Ay‏ تؤول إلى 
F'(2o) = 9 Uf Zo) if (20)‏ 


تمارين 


١‏ - اثبت أن الدالة *|| = (ء)/ متصلة فى المستوى المركب بأكمله. 
۴ - استخدم نتائج بند )10( OLY‏ أن مشتقة كثيرة الحدود 
(rz 1,a. #0)‏ "همه + ٠٠١‏ + 22 يه + تيه + P(z) = ao‏ 
ها وجود عند كل نقطة وبأن الخ رهم + 'P@) = aı + 2a2 + ٠١‏ 
۳ - استخدم نتائج بند )10( لإيجاد f(z)‏ عندها 
لم f@=327-22+4.‏ ع f@Q=0—424 Ww)‏ 
See ۶)2( = )2- 1/)22+1( &‏ 1/2 عوج 
© 2*22 + 1)] -(2)/ر حيث 2+0 
4 - بالتطبيق المباشر لتعريف المشتقة برهن أن +م/1- = f'(@)‏ عندما $53 1/20 = (2)/ بشرط 0 2 
© - استببط صيغة (۲) من بند )10( 1 
1 - استخدم الاستنتاج الرياضى أو صيغة ذات الحدين ( تمرين ACV)‏ (۲) ). للحصول 
على صيغة )0( بند )10( لمشتقة gn‏ عندما يكون ١‏ عددا صحيحا موجيا . 
۷ - عمم نتيجة تمرين (5) لتشمل DU!‏ التى يكون فيها ١‏ عددا صحيحا سالبا و 0 2. 
- طبق تعريف المشتقة لبرهنة أن ee‏ ليس ها وجود عند أى نقطة وذلك فى الالة 
f(2) = Rez‏ . 
٩‏ - برهن أن الدالة 2 = (ء)/ ليست قابلة للاشتقاق عند أى نقطة . 
٠‏ - بين ما إذا كانت الدالة z‏ مم1 = (2)/ قابلة للاشتقاق عند أى نقطة . 
١‏ - ابت أنه إذا كانت الدالة ۴ متصلة عند نقطة zy‏ فى تطاق ها وكانت 0غ fle)‏ 
فإنه يوجد جوار للنقطة م2 CF‏ تكون ±0 (ع) لجميع نقط هذا الجوار. 
اقتراح : صغ أولا المتباينة الأولى من التعريف (4) بند Slay‏ على الصورة 
f(20)| /2.‏ | > اها - - 20)/اء حيث 2(|/2)/ | ٠=‏ ۰ ومن ثم لاحظ التناقض الناجم عند فرض 
f@)= 0‏ عند نقطة ما لأى جوار للنقطة م2 . 


o.‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


۲ - إجر تعديلا لتعريف (4) بند )11( للاتصال ليتناول MU‏ التى تكون فيها © = مي 
افعل نفس الشىء عندما تكون 0 -(2)/ وأيضاً عندما تكون كل من م2 و Flag)‏ 
نقطة اللانباية » ومن ثم بين أن كلا من الدوال الآتية متصلةعند كل نقطة فى المستوى 


المر كب الممتد 
4 1 
| & ,)#0,0( 2 
,0=@ | =۵ 
;)0 =( 0 
m= CEE‏ 
oo (z= o),‏ 


The Cauchy-Riemann Equations Ole) - كوشى‎ Wales - 5 


os 
f(2) = ulx,y) + foxy). 0) 
. دالة معرفة على جوار للنقطة و2‎ 
۲ وذلك حتى تكون الدالة‎ vm فى هذا البند نحصل على شروط يتعين أن تحققها المركبات‎ 
. قابلة للاشتقاق عند م2‎ 


لنفرض أن المشتقة 
Fo)‏ - (عذ + 120 lim‏ = 
F'@o) eee ee, a‏ 
ها وجود . بوضع Mo‏ + وعد = وتو برخ : + os ez = Ax‏ أن نظرية )1( بند (VY)‏ تعطينا 
Re[f'(z.)]= lim Re [+42 feo) ()‏ 
(Ax, Ay)-~-(0, 0) Az‏ 
و 
0ال- هفخ1] ور im‏ - لمم ناس 
m Feo = tim | | Im [ a2 a] Pe‏ 
حيث Mot fee)‏ 
xo + Ax, Yo + Ay) - (xoyo) + i[o(xo + Ax, Yo + Ay) — v(X0,¥0)]‏ _ 
اوو ی ا ل رو و Soca‏ 
إذا اعتبرنا التغيير0: + Az = Ax‏ على وجه التخصيص » فإن النقطة Az‏ + 20 تكون 
(o + Axo)‏ :) شكل (OD‏ ويكون 
Re [/(z)] = lim “e+ A%¥0) — (xoyo)‏ 
Ax70 Ax‏ 
Im [/'(z0)] = lim “Co + Axo) = (xoro)‏ 
Ax~0 Ax 1‏ 
وهذا یعنی ان 


)°( و( ولزرو )يرط + (ونزرو متيلا f (Eo)‏ 


الدوال التحليلية ام 
حيث (ولاءو»ايه ,لودو هما المشتقتان الجزئيتان الأوليان بالنسبة للمتغير × 
للدالتين vu‏ عند النقطة (ملرم) . 


وإذا اعتبرنا من ناحية أخرى ret‏ رو : + 0 = «Az‏ فإن النقطة eine EE‏ 
وفى هذه الحالة فإن وجود )1 يستلزم وجود المشتقتين coed tl‏ الاوليين 


2,(X0,Yo) «< U,(%0,¥o)‏ و أن 


(Xo, ¥o + Sy) 


o: Yo) م‎ + Ax, o) 


ر شکل ۱١‏ ) 


S' Go) = 2,(%o,¥o) — iuy(%0,¥o)- (ad) 
بدلالة المشتقات الجزئية‎ pe) المعادلتان )0( » (1) لا تعطيان فقط صيغا لإيجاد‎ 
للمركبتين سر۷ ؛ بل إنهما تمداننا فى نفس الوقت بشروط لازمة لوجود (,ت)”/. بمساواة‎ 
الأجزاء الحقيقية فى أحد التعبيرين بنظائرها فى التعبير الآخر وبمساواة الأجزاء التخيلية فى‎ 

أحد التعبرين بنظائرها فى التعبير الآخر » نجد أن وجودلمت)”ريتطلب 
4y(Xo:Yo) = —0,(%o,Yo)- (Y)‏ و 4,(Xo,Yo) = 2y(X0,¥o)‏ 

المعادلتان (V)‏ يطلق عليبما Walee‏ كوشى —) -Cauchy-Riemann equations Ole‏ 
واطلقت هذه التسمية على شرف كل من الرياضى الفرنسى أل کوشی AL. Cauchy‏ 
۱۸١۷ - ۱۷۸۹ (‏ ) الذى اكتشف واستخدم هذه المعادلات » والرياضى BUY‏ 
ج.ف.ب. رعان G.F.B.Riemann‏ ) ۱۸۲ - ۱۸17 ) الذى بين هما وضعا أساسياً 
فى تطوير وتنمية نظرية دوال المتغير الم ركب . 

فيما يلى نلخص النتائج السابقة 

نظرية : نفرض أن الدالة«رم)م + (ر,)-(ع)رقابلة للاشتقاق عند النقطة tg‏ . 

إذن المشتقات الجزئية الأولى بالدسبة للمتغيرين »رو للدالتين vu‏ ها وجود عند (ولاءى»© 
وهی تحقق dale‏ كوشى - Oey‏ (۷) عند هذه النقطة ؛ كأ أن المشتققوج) ريمكن 
الحصول عليما بدلالة هذه المشتقات وذلك باستخدام أى من المعادلتين )8( أو CV)‏ . 


oY‏ المغيرات المركبة وتطبيقات 


لتوضيح النظرية اعتبر الدالة 
f@) = z2 =x? —y? + xy‏ 
بينا فى بند of )١ ٤(‏ هذه الدالة قابلة للاشتقاق عنذ كل نقطة ؛ فى الواقع ر2 = Pe)‏ 
وعليه فإن معادلتنی كوشى - ريمان متحققتان عند كل نقطة . ولتحقيق ذلك نلاحظ أن 
ulx,y) =x2-y2‏ و OS). vix,y)=2xy‏ 


4(,y) = 2x = ,)ره‎ u(y) = —2y = —9,(x,y). 
وكذلك إذا استخدمنا أيا من المعادلتين )0( أو (5) نحصل على‎ 
S'@ = 2x + iy = 22. 

حيث إن dale‏ كوشى - ریان لازمتان للتأكد من وجود fe)‏ فهما كثيرا 
ما تستخدمان لتعيين نقاط تكون عندها دالة معطة غير قابلة للاشتقاق . اعتبر على سبيل 
المثال lz) TL‏ -©)تروالتى نوقشت فى بند )١5(‏ . فى هذه الالة 0 = oxy)‏ 
ر SIL ydu(x,y)=x2-+‏ فإن *x(x,y)=0, uy(x,y)=2y la vylXy)=0, uxy) =2x‏ 
لاحظ أن معادلتى كوشى - ريمان غير متحققتين فى هذا المثال وذلك فيما عدا ال حالة 
التى يكون فا 0=ر=» . من ذلك نجد أن مشتقة الدالة قيد البحث لا يكون ها وجود 
عند 0ج . ويجب أن يراعى القارىء هنا أن النظرية السابقة لا تضمن لنا وجود 
(0"/؛ وعلى أية حال فالنظرية المعطاة فى البند التالى تعالج هذه النقطة . 


Sufficient Conditions الشروط الكافية‎ - ۷ 

إن صحة (dale‏ كوشى - ريمان عند نقطة ما (ولد,م»)-0ى2 ليس كافيا Sh)‏ 
لا يستلزم بالضرورة ) للتثبت من وجود مشتقة ۴ عند هذه النقطة ( انظر تمرين )1( بند 
(1A)‏ ) . إلا أننا مع ذلك يمكننا التحقق من وجود مشتقة لدالة ما إذا تحققت شروط 
اتصال خاصة وذلك على ضوء النظرية التالية 

نظرية : لتكن الدالة 
f(2) = u(x,y) + iv(x,y)‏ 

معرفة عند كل نقطة من نقاط جوار ما & لنقطة مرا+م×-و= ؛ ولنفرض أن . 
المشتقات الجزئية الأولى للدالتين ddl vou‏ للمتغيرين yx‏ ها وجود فى هذا الجوار 
ومتصلة عند (مو.ى») . إذا حققت هذه المشتقات الجرئية الأولى معادلتى كوشى - 
ريمان عند (Xg,¥o)‏ © فإن المشتقة f(zo)‏ يكون ها وجود 


الدوال التحليلية or‏ 


للبرهان نكتب ابتداءرة | + عش = Az‏ حيث ۽ > إعد| > 0 » ونكتب ‘Aw = flzq + Az) — flee)‏ 
واضح إذن أن 


3 


— 


Aw = Au + i Av 


Au = u(x + Ax, yo + Ay) — u(xo,¥o), 
Av = v(xo + Ax, yo + Ay) — v(%0,¥o). 
عند النقطةلم,ى») يكون‎ vu لكن على ضوء اتصال المشتقات الجزئية الأولى للدالتين‎ 
Au = u,(Xo,Yo) AX + (ونزرى »)رقا‎ Ay + e (Ax)? + (Ay), 0 
Av = „(xo o) 4x + 0,(50:¥0) Ay + &2,/ (Ax)? + (Ay)? 
من )00( . وعليه‎ (Andy) حيث #4 , #48 تؤولان إلى الصفر عندما تقترب‎ 
Aw = 16,(%9,¥o) Ax + (xoyo) AY + &1y/(Ax)? + (Ay)? (") 
+ ifo,(%o,¥0) Ax + 0(X9.Yo) AY + B2y/(Ax)? + (Ay?) 
استخدام التفاضالات فى حساب التفاضل للدوال الحقيقية فى متغيرين حقيقيين يمكننا‎ 
من برهان وجود التعبيرين (؟) بالنسبة لدالتين حقيقيتين هما مشتقات جزئية أولى‎ 
alas 
u,(%9,Yo) ريمان متحققتان عند (ولارىع) » فإنه يمكننا استبدال‎ - oe حيث إن معاد لتى‎ 
Az بالمقدار (مبز,م»)ءية ف المعادلة (۳) » و القسمة على‎ ¥,(X0,Yo) و‎ -2,(%,¥o) بالمقدار‎ 
لتحصل على‎ 
#سدال‎ + (ayy? (4) 
Az 


(0) 


Aw 8 
zk 4,(Xo,Yo) + 10,(%0,¥o) + يع)‎ + i82) 


ee. 1 ley Vids)? + (yy? ن اعذاء‎ 


وهذا يعنى أن الحد الأخير فى التعبير عن يلك فى )4( يؤول إلى الصفر عندما 
يؤول مه إلى الصفر . وعليه فإن Suis ale‏ الأيسر للمعادلة )٤(‏ ها وجود 
J (2o) = U{X0,¥o) + ix(Xo:Yo)- ae‏ 

لتوضيح النظرية اعتبر الدالة 
J(2) = ee”‏ 

حيث روه © = sin y , uy)‏ تم = oxy)‏ . يمكن أن نرى بسهولة أن شروط النظرية 

متحققة عند كل نقطة من نقاط المستوى المركب . وعليه تكون المشتقة ()؟ موجودة 

عند كل نقطة ويكون 


بم و ا ee‏ تر 
)1( انظر على سبيل المثال كتاب “Advanced Calculus”?‏ تأليف A.E. Taylors W.R. Mann‏ الطبعة 
au!‏ › ص UVR 1١651١‏ ص ۲۹۳ - NAVE ۲۱٤‏ . 
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S'@) = & cos y + ie” sin y = ee’, :‏ 
لاحظ أن (2) = (2)'/ . 
و كتوضيح اخر » نرى مباشرة من النظرية أن الدالة 2|2] = Ub fle)‏ مشتقة عند 
»z 0‏ وف الحقيقة فإن 0 = 0 + 0 = (0) ”٣هو‏ قد رأينا فى البندين )١5( » (VE)‏ أن هذه 
الدالة لا يوجد lb‏ مشتقة عند أى نقطة أخرى من المستوى ال ركب . 


۸ - معادلتا كوشى - ريمان فى الصورة القطبية 
The Cauchy-Riemann Equations in Polar Form‏ 
نعرض النتائج الأساسية للبندين السابقين فى إطار الاحدائيات القطبية » وذلك 
عندما ±0 م2 » باستخدام التحويلات الأحداثية 
x=rcos@#, y=rsiné. Q)‏ 
نفرض أن wet‏ .الأجزاء الحقيقية والتخيلية للعدد المركب woutiv‏ سيعير عنها 
بدلالة المتغيرين ب٠‏ أو المتغيرين Or‏ وذلك وفقاً على أى التعبيرين را+×-2 أو =١‏ ع 
للنقطة ع نعتمد . باستخدام قاعدة السلسلة ae‏ مشتقات الدوال الحقيقية فى متغيرين 
حقيقيين . فإننا نتبين أن المشتقات الجزئية الأولى للدالتين vw‏ بالنسبة للمتغيرين ».د 
تكون دوالا متصلة فى yy‏ عند أى نقطة مغايرة للصفر إذا كانت المشتقات الحزئية 
الأول هما بالنسبة للمنغيرين م , م دوال متصلة فى 8,) عند نفس النقطة › 
وبالعكس . بالإضافة إلى ذلك . OB‏ معادلتى كوشى - Oley‏ »> (۷) بند CVT)‏ 
تاخذان الصورة 
(roh) = vetoes — > 86) = - 04) (*)‏ 
بدلالة الاحداثيات القطبية ؛ وإذا كانت ۴ ALU‏ للاشتقاق عند 60,60 فإن 


oa x لان‎ — iug(Po,0)]. (۳) 

برهان هذ الحقائق يشكل محتوى القارين (۷) » (۸) » )4( »> من هذا البند . 

نذكر الآن نص الصيغة البديلة لنظرية بند (VV)‏ وذلك عندما 20ء 

f (20) = e “[u,(ro,0o) + io,(Fo,80)] نظرية : التكن الدالة‎ 
f(2) = u(r, 0) + iv(r,8) 

معرفة لجميع نقط جوار ما + للنقطة الغير صفرية roe‏ = م2 » ولنفرض أن المشتقات 
الجزئية الأولى للدالتين vu‏ بالدسبة للمتغيرين , , م ها وجود فى هذا الجوار وبأنها 
دوال فى 0,0 متصلة عند 60,.,م . إذا حققت هذه المشتقات الجزئية معادلتى 


الدوال التحليلية مه 


os‏ - ريمان فى الصورة القطبية عند 6.60 › فإن المشتقة ()/ يكون ها 
وجود . 


توضيح هذه النتائج اعتبر الدالة 
oe‏ دست ra idea‏ 


لاحظ أن u(r,0) = cos 0/r‏ 3 ع/6 —sin‏ = (0,ماه . ولاحظ أيضاً أن شروط النظرية 
هى بالفعل متحققة عند أى نقطة غير ضفرية rare‏ من نقاط المستوى المركب . 
وعليه تكون الدالة قابلة للاشتقاق عند أى من هذه النقاط غير الصفرية . وباستخدام 
:الصيغة (*) نجد أن , 


1 ص = نا , کر )= جار 
تمارين 
١‏ - استخدم نظرية بند )1( لإثبات أن (02)/ليس ها وجود عند أى نقطة وذلك إذا كانت 
(2)/ ھی 
4 7 + سم 62-7 ربجم 2x + ixy? ©) ¢ ee?‏ 


۲ - استخدم نظرية بند VV‏ والصيغة )0( من نفس البند لتبين أن كلا من Fe)‏ و )£2 
وجود عند كل نقطة من نقاط المستوى TM‏ ثم أوجد كلا Pe) FOP‏ وذلك 
لكل من الحالات التالية : 
6 2+عاع m+ f~eere™ o + f(2)‏ 23ح زر © 
isin x sinhy o)‏ — بر f(z) = cos x cosh‏ 
Ue‏ رب SO=-1O,FO=/0‏ ؛ رم ()/- =0 
۳ - باستخدام نتائج البندين ۱١‏ . ۱۷ بين فى كل من الحالات الآتية متى تكون WIE)‏ 
وجود ء ثم احسب قيمتها 
+H? + f(D=1/2 ¢‏ مد زمر + f@=zImz‏ 
الأجوبة () *1/2- -©6)//م حيث 240 
f(x + ix) = 2x‏ عدي 0ع مار 
4 - استخدم نظرية بند (VA)‏ لاثبات أن الدالة ۷۶ = )و حيث0< ) د (٭ >0 > ۾ 
قابلة للاشتقاق عند أى نقطة من نقط نطاق تعريفها وبأن Nga)‏ = )92+ 
© - إذاكانت ?)1 — x? — I‏ = (2) 1 فإن udx,y) + indy) = 3x?‏ « 
علل اذا تكون ‏ ”رة =( عبد نقطة وحيدة هى ر ؟ 
5 - ابت أن الدالة ety‏ در 


f@y={z 
0 (z=0), 
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غير قابلة للاشتقاق عند 2-0 رغم تحقيقها لمعادلتى كوشى - ريمان عند هذه النقطة . 
اقتراح : استخدم تعريف )١(‏ من بند )١4(‏ للمشتقة ثم اجعل 2 تقترب من 
الصفر خلال مسارين مختلفين أحدهما أحد الحورين والآخر الخط المستقم <- 89 . 
۷ - استخدم التحويل )١( GMA‏ » من بند VAY‏ أو معكوسه وكذلك قاعدة السلسلة 
لإيجاد مشتقات الدوال الحقيقية لمتغيرين حقيقيين للحصول على الصيغ 
cos O - + u, sin 6,‏ مح مين 
u, = u, sin 6 + ug cos @‏ 
وكذلك على صور UE‏ لكل من «.ن؟ . استنتج أن المشتقات الجزئية الأولى للدالتين 
vu‏ بالنسبة للمتغيرين yx‏ تكون دوال متصلة فى (x,y)‏ عند أى نقطة غير صفرية إذا 
وفقط إذا كانت المشتقات الجزئية الأولى للدالتين vou‏ بالنسبة للمتغيرين م ,م دوال 
متصلة فى (0,4 عند نفس النقطة . 
۸ استخدم نتائج تمرين (۷) للحصول على الصورة القطبية (؟) » من بند CVA)‏ © لمعادلتى 
کوشی ok,‏ (۷).بند (VV)‏ 
اقتراح : حول المعادلات ينب = uy‏ بره = tr‏ إلى 


1 1 
6 = 3 cos 8 = ( ue + 3 sin 8, 
r r 
| 1 1 
(. س‎ v) sin@= — (- Het 3 cos 8. 
r 7 


٩‏ - استخدم نتائج تمرينى (۷) و (8) وكذلك الصيغتين (©)و (5) من بند (15) للحصول 
على الصورة القطبية )1( بند (VA)‏ لمشتقة f(z)‏ عند مء 

Analytic Functions الدوال التحليلية‎ - 8 

US‏ الآن تقد مفهوم الدالة التحليلية Analytic function‏ يقال لدالة ۲ لتغير 
مركب 2 WEI‏ عند النقطة مع إذا كانت مشتقتها مو جودة ليس فقط عند النقطة ٠ fy‏ 
بل عند جميع نقط جوار ما للنقطة ود . ويقال أن ۴ تحليلية فى منطقة ۸ إذا كانت تعلياية 
عند كل نقطة من نقاط OR‏ 

الدالة 2|2| = FO‏ مثلا دالة غير تحليلية عند أى نقطة » وذلك لأنها قابلة للاشتقاق 
عند نقطة واحدة فقط وهى 2-0 ( انظر بند )١5(‏ ) . 

إذا كانت ۴ دالة تحليلية فى منطقة ۸ء فإنه يوجد حول كل نقطة 2 من 1 جوار یق 
فى نطاق تعريف 6 . وهذا يعنى أن 2 لابد وأن تكون نقطة داخلية لنطاق تعريف الدالة » 
وعليه فإن الدوال التحليلية تكون معرفة Lite‏ على نطاقات ( ارجع لبند ab (V)‏ 

لدينا سيعنى أيا من اللفظين المترادفين . 


الدوال التحليلية ov‏ 


الفرق بين هذه التعريفات ) . وعلى أية حال » فإذا ذكرنا على سبيل الخال أن م دالة ٠‏ 
تحليلية على القرص المغلق 1 || » فسيكون مفهوما ضمنيا أن ۲ دالة ALLE‏ على نطاق 
عتوى هذا القرص . 

يقال لدالة أنها شاملة :16م إذا كانت هذه الدالة ELLE‏ عند كل قطة من Li‏ 
المستوى . وحيث أن مشتقة كثيرة الحدود ها وجود عند أى نقطة ١‏ نستتتج أن oi‏ 
كثيرة حدود تكون دالة شاملة 
إذا كانت دالة ما ليست تعليلية عند نقطة zy‏ وكانت فى نفس الوقت لحليلية عند نقطة ما 
من نقاط Gl‏ جوار يحتوى zp‏ » فإننا نسمى م2 نقطة شاذة MAUS ingular point‏ ( أو 
نقطة شذوذ Singularity‏ للدالة ) . لاحظ (Mee‏ أنه إذا کان )240( = 
فإن 00 = f(2)‏ وعليه فإن؟ تحليلية تكون عند كل نقطة lad‏ عدا عند 0 =2 
ee‏ شرف أجلت تن هذا بم أ bao‏ نقطة شاذة لتلك الدالة . ومن 
ناحية أخرىءالدالة || = (تكر ليس لما نقط شاذة » وذلك لأنها ليست تحليلية غند 
أى نقطة . 1 

شرط ضرورى - ولیس بأى سبيل كاف حتى تکون دالة ما تحليلية فى نطاق p‏ 
هو بطبيعة الحال اتصال ۴ على (! بأكمله . 6 أن وجوب تحقيق معادلتى كوشى - ريمان 
هو Lal‏ شرط ضرورى » إلا أنه ليس بكاف . والنظريتان فى بند VY)‏ وبند (VA)‏ 
تمداننا بشروط كافية حتى تكون الدالة تحليلية على op‏ 

صيغ الاشتقاق الواردة فى بند )10( تمكننا من الحصؤل على شروط كافية مفيدة 
أخرى حتى تكون دالة ما دالة تحليلية . وحيث إن مشتقة حاصل جمع أو حاصل ضرب 
دالتين له وجود طالا كانت كل من الدالتين قابلة للاشتقاق » فإننا نستنتج أن حاصل 
ax‏ أو حاصل ضرب دالتين كل منهما ٤‏ تحليلية فى 2 هو دالة تحليلية فى ص . وبالمئل 
حاصل قسمة هاتين الدالتين هو دالة تحليلية فى « بشرط أن الدالة فى مقام القسمة 
لا تأخذ القيمة صفر عند أى نقطة من نقاط م . وعلى وجه التخصيص فإن حاصل 
القسمة (2(/0)2)م لكثيرق حدود » يكون دالة تحليلية فى أى نطاق لا تنعدم فيه (0)2 

من قاعدة السلسلة لمشتقة تحصيل دالتين ( بند ad ) )٠١(‏ أن تحصيل دالتين 
تحليليتين هو دالة تحليلية . وحتى glo‏ تحديداً » إفرض أن tay‏ تحليلية فى 8 وأن 
#)ع ALLE‏ فى نطاق عتوى مدى ۲ . من هذا نجد أن الدالة gif@]) des!‏ تكون دالة 
تعليلية فى 0 . 


oA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لتوضيح ذلك اعتبر الدالة الشاملة 620-22 . وفقا تمرين (4) بند (VA)‏ تكون 
الدالة 


9)2( = re? 6 < 0, ج-‎ <0 > 2( 0) 

تحليلية عند كل نقطة من نقاط نطاق التعريف المبين والذى يتكون من جميع نقط 
المستوى فيما عدا نقطة الأصل أو أى نقطة على الجزء السالب من المحور الحقيقى 

وحتى يمكن تكوين الدالة الحصلة git‏ » فإننا نكتفى OW‏ بنطاق تعريف D‏ للدالة ۲ 
بحيث يكون مدى ۴ وفقا لهذا التحديد - محتوى ف نطاق تعريف م . أكبر نطاق تعريف 
ممكن D‏ له هذه الخاصية هو 2/> 0 > —n/2‏ ,0 <م » أى النصف الأيمن للمستوى مع 
استبعاد جميع نقط ا محورالتخيل . ويمكن برهنة ذلك بسهولة إذا اعتبرنا الصورة القطبية 


J(2) = re20 0‏ 
مع ملاحظة أن > 29 > ۸- عندما 2۾ > 8 > 2/- . من ذلك نرى أن الدالة alta)‏ 
تكون ULE‏ عند أى نقطة 2 بحيث ٠<0‏ . وبطبيعة الحال AF‏ من )١(‏ » (؟) 

أن - اهماع عند مثل هذه النقطة . 


Harmonic Functions التوافقية‎ Jig) - ١ 
يقال لدالة حقيقية - أى ذات قم حقيقية - 8 فى متغيرين حقيقيين »رو أنها دالة‎ 
إذا كان هذه الدالة مشتقات جزئية‎ ny فى نطاق معطى من المستوى‎ 14۲٥۸٠ توافقية‎ 
: التفاضلية الجزرئية الآتية‎ Laplace's equation PAY Dalal معضيلة أولى وثانية و محققة‎ 


hg(X,Y) + hyy(x,y) = 0 ابلق‎ 

وذلك عند كل نقطة من نقاط النطاق . سنبرهن الآن أن المركبتين van‏ لدالة تحليلية 
ريع + fiz) = uty)‏ فى نطاق D‏ ۰ هما دالتان توافقیتان فى هذا النطاق . وبرهان ذلك 

ى معرفة نتيجة سنقوم ببرهانها فيما بعد وذلك فى بند (57) من الباب الخامس . 

Sy علد نقطة‎ QU ره هل الت فل أل دا كانت قالة سي تركب دالة‎ vais 
كلا من الجرئين الحقيقى والتخيل هذه الدالة له مشتقات جزئية متصلة لأى رتبة عند‎ 
. هذه النقطة‎ 

حيث أن 6 تعليلية فى نطاق ما ob ٥‏ المشتقات الجزئية الأولى لمركباتها تحقق 
معادلتى كوشى - رمان عند كل نقطة من نقاط D‏ » أى أن 


زفق .,2—  Uy=‏ ور = برلا 
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وبأخذ مشتقات الدوال فى (») بالنسبة 2 نحصل على 


Uy = Dx, ty, = —0,,. () 
و يعطى‎ E CS 
Uzy = Vyy, 3 Uyy = —Dyy. (6) 


حساب 
at‏ 


ی 
It‏ 


والآن فإن اتصال المشتقات الجزئية المعنية يسمح لنا باستخدام نظرية فى 
التفاضل للمتغيرات الحقيقية””) ۰ ols ade‏ را = Uyx‏ ي رل = yx‏ من 3 فإننا 
من معادلتى (۳) و (5) على 
Pry) + AX) =‏ و 0 = Ux(%Y) + Uy(%y)‏ 

ثما سبق نجد أن إذا كانت (ر,ح)؟ + ALE ty =u)‏ فى نطاق D‏ » فإن مركبتيها 
,۷ تكون دالتين توافقيتين فى النطاق ٠‏ . 

إذا كانت vu‏ دالتين توافقيتين فى نطاق DL‏ و كانت مشتقاتهما الجزئية الأولى محققة 
dad‏ كوشى - ريمان فى النطاق 12 , فإننا نقول إن ۷ مرافق توافقى 
u JlU.Harmonic conjugater‏ . 

من الواضح }23 أنه إذا كانت (ر۔ )۷+ tay = uly)‏ دالة ALLE‏ فى نطاق ما دا » فإن 
٠‏ تكون مرافقا توافقيًا للدالة ددوعكس ذلك صحيح بمعنى إنه إذا كانت ۷ مرافقا توافقيا 
للدالة «ه فى نطاق De‏ » فإن الدالة f(a) = ulx,y) +iv(x,y)‏ تكون تحليلية فى « gies‏ 
الواقع ينتج مباشرة من النظرية الواردة فى بند (VV)‏ وعليه فإن الشرط الكافى واللازم 
حتى تکون ulx,9) + EY)‏ = (ء)/ دالة تحليلية فى نطاق د هو أن تكون + مرافقا توافقيا 
للدالة u‏ فى النطاق D‏ 

يحب أن نلاحظ جيدا أنه إذا كانت ۷ مرافقا توافقيا للدالة ‏ فى نطاق ما فليس معنى 
ذلك على - وجه العموم - أن تكون w‏ مرافقا توافقيا للدالة ؛ فى نفس النطاق.و لتوضيح 
ذلك ‘ اعتبر الدوال 

u(x,y)=2xy و‎ u(x,y) = × = ر‎ 

حيث أن هاتين الدالتين هما الجزءان الحقيقى والتخيلى » على التعاقب » للدالة الشاملة 
f(z)= 2‏ ¢ فإن ۷ تكون مرافقا توافقيا للدالة» فى المستوى ٠ aS‏ ومع ذلك u ob‏ 
لا يمكن أن تكون مرافقا توافقيا للدالة ov‏ وذلك لأنه على ضوء النظرية الواردة فى بند 
Ob )١١(‏ الدالة Oxy + i(x?-y2y‏ ليست ALLE‏ عند أى نقطة . ونترك كتمرين برهان أنه 
إذا كانت الدالتان vu‏ كل منهما مرافق توافقى للاخر ء فإن كلا منهما تكون D>‏ ثابتة 
( تمرين(۸)من هذا البند ) . 


a 
aa A.E. Taylor, W.R. Mann تأليف‎ “Advanced Calculus” انظر على سبيل المثال كتاب‎ (1) 
. ۱۹۷۲ . ۲۱١ - 5١4 ص‎ ag 
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وعلى أية حال » فإنه إذا كانت v‏ مرافقا توافقيا للدالة سه فى نطاق 8 » فإن »- 
تكون مرافقا توافقيا للدالة ۷ فى النطاق D‏ والعكس. وذلك لأن الدالة 
f(z) = u(x,y) + iv(x,y)‏ تكون دالة تحليلية فى 2 إذا رط إذا كانت 
o(x,9) - iu(x,y)‏ = (ت)ز-دالة ALE‏ فى « . 

سنبرهن فيما بعد وذلك فى بند (VA)‏ من الباب الثامن أنه إذا كانت » دالة توافقية فى 
نطاق من نوع خاص ( على وجه التحديد نطاق بسيط الترابط  )‏ فإن w‏ يكون غادائماً 
مرافق توافقى . وعليه فإن أى دالة توافقية فى مثل هذا النطاق تمثل الجزء الحقيقى لدالة 
تحليلية ونضيف أنه إذا كانت uy‏ مرافقين توافقيين للدالة » فإن ay‏ يكون دالة ثابتة 
( تمرين )٠١(‏ من هذا البند ) . 

نوضح SM‏ طريقة للحصول على مرافق توافقى لدالة توافقية معطاة . واضح أن 


الدالة 

u(x,y) = y? - 3x?y (9) 

دالة توافقية فى المستوى wy‏ بأكمله . وحتى نحصل على مرافق توافقى (ري)د هذه الدالة 
نلاحظ أن 


4,(%,y) = —Gxy. 
وعلى ضوء الشرط رديه » فإنه يمكننا أن نخلص إلى‎ 
v,(x,y) = —6xy. 1 
ثابتة » نجد أن‎ x بإجراء تكامل الطرفين بالنسبة للمتغير و مع اعتبار‎ 
ox, ¥) = - 3xy? + )نو‎ ad) 
C1) 6 (2) حيث ف دالة اختيارية فى × . ومن تحقق الشرط »وه فإن المعادلتين‎ 
تعطیان‎ 


3y? — 3x? = 3y? — 0. 


وعليه “Ob‏ 327 = )م ء أى أن » + 7× = )4 حيث » ثابت حقیقی اختيارى . ومن هذا 


نرى أن a‏ م + (x,y) = x3 - 3xy?‏ 
مرافق توافقى للدالة (5,*)ن . وتكون الدالة التحليلية المناظرة هى 
3xy? + 0). (Y)‏ ~ قيرز + S(2) = y? — 3x?y‏ 
ويمكن التحقق بسهولة من أن 
f(2) = i(2? + 0).‏ 
وهذه الصورة مستوحاة من الحالة التى يكون فما ه-و»حيث تؤول المعادلة (7) إلى 
بن + S@ =i?‏ 


الدوال التحليلية 1 


تمارين 


١‏ - برهن أن كلا من الدوال الآتية دالة شاملة 
f(z) =sinxceshy+icosxsinhy @) + f(2)=3x + y + i(3y — x) (0‏ + 
جم Dente”) +4 fee‏ — 2( د هار 
۲ - برهن أن كلا من الدوال الآتية ليست تحليلية عند أى نقطة 
© += + اب f(2) = ere‏ 
۳ - اوجد النقاط الشاذة لكل من الدوال AGW‏ واذكر فى كل حالة لماذا تكون هذه النقاط 
هى النقاط الوحيدة التى تكون عندها الدالة غير تحليلية ؟ 
a ta 2i 2+1‏ و 
ET E mM + a+) 0)‏ ؛ ج 2 + 22 + ))2 + 2( 
الأجوية bs‏ )2-04 ؛ بم 141 2- z=‏ 
٤‏ - برهن أن الدالة ٠٠٠ء۷‏ = gz)‏ حيث 0 < ررم < 0 <0 دالة تحليلية فى نطاق المشار إليه » 
ومن ثم برهن أن الدالة المحصلة(! + )و تكون تحليلية فى ربع المستوى 0< بريه < × . 
6 - اثبت أن الدالة Loge + io‏ = (2)ع حيث 0 د , و 2 > 6 --2/- وعلما ob‏ اللوغاريم 
' المستخدم هو اللوغاريتم الطبيعى . تكون تحليلية فى نطاق التعريف البين . واثبت أن ٠‏ 
; ۶ = (2)وفى هذا النطاق ؛ ومن ثم بين أن المحصلة(: + 2 - 6)22 تكون تحليلية فى النطاق 
۰ 


2-1 
5 اذكر لماذا يكون تحصيل دالتين شاملتين دالة شاملة ؟ واذكر أيضا لاذا يكون أى 
ارتباط +2 efits) + dg(ziLinear combination‏ لدالتين شاملتين . حيث dic‏ ثوابت 
مركبة . هو بالتالى دالة شاملة ؛ 
۷ - فى كل من الحالات WW‏ بين أن دالة توافقية فى نطاق ما » ثم اوجد فى كل حالة 
مرافقا توافقيا ۷ للدالة ى . 
u(x,y) = 2x(1 — y) dy‏ ۽ ب) Ixy?‏ + قير uy) = 2x‏ © 
ulxy) = yi? +y?2) (0 ¢+ uly) = sinh x siny (#)‏ 
الأجوبة م6 (x,y) = —cosh x cosy. (+) £ (xy) = x? — y? + 2y‏ 
۸ - اثبت أنه إذا كانت كل من vu‏ مرافقا توافقیا للآخر فى نطاق ما . فإن كلا منهما لابد 
وأن تكون دالة ثابتة . 
- لتكن 6 تكون دالة تحليلية فى نطاق Db‏ . برهن أن ۴ تكون دالة ثابتة إذا كان 
tal aq ch‏ دالة تحليلية فى 0 » ٠‏ 
(ب)|(2)/ | دالة ثابتة لجميع 32 6D‏ 
(ج) ؛ دالة ذات قم حقيقية لجميع 2 فى 0 . 


a 


و- 


~١ 


؟- 


- ۴ 
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بين أن الفرق بين أى دالتين كل منبما مرافق توافقى لدالة معطاة فى نطاق ما هو مقدار 
ثابت . 
لتكن )0 fe) = :),,6( + ifr,‏ دالة GAME‏ نطاق 8 لا يحوى النقطة 2-0 . باستخدام 
معادلتى كوشى - ران فى الصورة القطبية ( بند (VA)‏ ) ء اثبت أن الدالة ها BE‏ 
الصورة القطبية 

Fur,(r,0) + ru{(r,O) + ttog(r, O) = 0‏ 
Tod‏ لابلاس at‏ نقاط D‏ . وبين أن الدالة v‏ تحقق أيضاً الصورة القطبية لمعادلة 
لابلاس على 2 . 
اثبت of‏ الدالة عه = gO Soule.)‏ افقية فى النطاق 2m,‏ >0 >0 ,0<, 
( انظر تمرين VN)‏ اوجد مرافقا توافقيا ها ء 
لتكن +ivix,y)‏ (د,»)ن = (2) دالة تحليلية فى نطاق DL‏ واعتبر عائلات المنحنيات 
المستوية 1»-(5,«)ن ,2»-(5,)؟ حيث ,2ء ثوابت اختيارية . برهن أن هذه 
العائلات متعامدة . وبشكل أكثر تحديدا , اثبت أنه إذا كانت (30.م») -20 نقطة 
مشتركة لمنحنيين معينين وع-(ز,غ)ن ,رع -(1.:)؟ وکان .#0 (20)/ »> فإن 
المماسين فذين المنحنيين عند النقطة (مر,م») يكونان متعامدين . 


الدوال التحليلية ۳ 


edt - ٤‏ أن عائلات المنحنيات المستوية Guy) = cy‏ ,2ء = voy)‏ لمركبتى الدالة 
2 =(2)] هى المنحنيات المبينة فى شكل (VV)‏ . لاحظ أن ٠١ gd‏ يبين تعامد هاتين 
العائلتين . المنحنيان vix,y)=0, u(x,y)=0‏ يتقاطعان فى نقطة الأصل Wy‏ مع ذلك 
ليسا متعامدين ؛ بين لماذا تكون هذه الحقيقة متفقة مع النتيجة المعطاة بتمرين (NY)‏ . 

65 - ارسم مخططابيانيا لعائلتى المنحنيات المستوية للمركبتين vu‏ للدالة 2-1/2)/ر ولاحظ 
خاصية التعامد المشار bed]‏ فى تمرين NN)‏ . 

5 - حل ترين )10( مستخدما الاحداثيات القطبية . 

FO) = )2 - 1(/)2 + 1( للدالة‎ vou لعائلتى المنحنيات المستوية للمركبتين‎ Gly ارسم مخططا‎ - ۷١ 
. فى هذه الحالة‎ )١7( وبين كيف یکن توضيح نتائج تمرين‎ 


اقل انالك 


Elementary Functions  ةطيسب دوال‎ 


فى هذا الباب سنستعرض غددا من الدوال البسيطة التى سبق للقارىء دراستها 
كدوال للمتغيز الحقيقى وسنقوم بتعريف الدوال المناظرة للمتغير المركب . ولكى نكون 
أكثر تحديداً » فإننا سنقوم بتعريف دوال تحليلية لمتغير مركب + بحيث تؤول هذه الدوال 
للدوال البسيطة المناظرة المألوفة للمتغير الحقيقى عندما تكون ext lo‏ وسنقوم أولا 
بتعريف الدالة الأسية للمتغير ال ركب ثم نستخدمها بعد ذلك لتعريف دوال أخرى . 


The Exponential Function الدالة الأسية‎ - ١ 


إذا كان المطلوب تعريف دالة ؛ للمتغير zextiy OS A‏ بحيث تؤول هذه الدالة إلى 
الدالة الأسية المألوفة للمتغير الحقيقى عندما يكون 2 عددا حقيقيا » فإن هذه الدالة لابد 
وأن تحقق العلاقة 
e (\)‏ = )10 + بور 
لكل عدد حقيقى × . حيث أنه من المعلوم أن 

Ae)/dx = e“ 

لكل عدد حقيقى × » فمن الطبيعى أن نتطلب أن تحقق الدالة ۴ الشروط التالية : 
١‏ ۴ تكون دالة شاملة ( أى أنها تحليلية لجميع نقط المستوى ال ركب ) لكل عدد 
(') مركب + يكوث Paafe)‏ 

الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة 
f(z) = e” cos y + ie* sin y (*)‏ 
لكل عدد مركب «ا+×=z‏ تحقق الشروط )6 (7). ويجب ملاحظة أنه عند 
حساب siny, cosy‏ فمن المتفق عليه أن تكون y‏ مقيسة بالتقدير الدائرى . من الممكن 
تبيان ( تمرين )۱٤(‏ من بند (۲۲) ) أن الدالة ۴ » المعرفة كا فى (8) » هى الدالة الوحيدة 
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التى تحقق الشروط )1( (۲) » وبالتالى فإننا نكتب 
S(2) = e.‏ 
بذلك تكون الدالة الأسية للمتغير ال ركب 2 معرفة لكل عدد مركب 2 SUE‏ 
e” = e*(cos.y + isin y). (%)‏ 
وا ذكرنا آنفا Ob‏ هذه الدالة تؤول إلى الدالة الأسية المألوفة للمتغير الحقيقى وذلك 
عندما تكون هدر » وهى كذلك دالة شاملة » و تحقق الصيغة الاشتقاقية 
fone (°)‏ 
لكل عدد مركب 2. 
ويجب ملاحظة أنه عندما يكون z‏ هو العدد التخيل 9: فإن المعادلة (4) تصبح 
cos 6 + isin 0.‏ ع e"‏ 
وهذه هى صيغة أويلر السابق ذكرها فى بند )0( . من هذا يتضح أن تعريف الرمز “م 
المذكور انفا فى بند )0( يكون متسقا مع التعريف (4) من هذا البند . 
فيما يل سنتفق على أنه عندما تكون 1/١‏ =2 » فإن قيمة © هى الجذر النوفى المؤجب 
للمقدار » المعطى بالمعادلة )£( » أى أن »لم هى عل . وهذا تمايز عن الاتفاق ( بند 
(5) ) الذى يتطلب منا عادة أن نفسر ٠1⁄3‏ على أنه أحد الجذور النونية للمقدار ». 
أخيراً » يجدر بنا الإشارة إلى أن - وهذا من قبيل التسهيل فقط - expr‏ قد تكتب 
أحياناً للدلالة على م . 


۲۴ - خواص أخرى للدالة الأسية 


التعريف 

e*(cos y + isin y) QO)‏ = عم 

للعدد المركب © يعطينا مباشرة الصيغة القطبية له كالتالى : 

1 e” = p(cos و‎ + isin ¢) (‘) 

poet payer‏ من هذا ينتج مباشرة أن مقياس العدد ۾ هو ۾ » کا أن و تمثل سعة 
clad‏ أن : 

|e*| = جم‎ 0 arg e* = y. (") 


بإستخدام التحويلة wae?‏ » فإننا نجد من تعريف )١(‏ أن أى نقطة غير صفرية 
فق )¢ isin‏ + م w = p(cos‏ 


دوال بسيطة wv‏ 


تكون صورة العدد 
z=Logp+t+i¢ (9)‏ 

حيث Log‏ هو اللوغاريتم الطبيعى ( أى بالنسبة Ce ole‏ . ولتوضيح ذلك ء bss‏ 
نبحث عن owl‏ المركب 2 الذى Git‏ المعادلة ad‏ . حيث أن (4) هى الصيغة 
القطبية للغدد 1- عندما 1= م (... ,2+ ,£1 (n=O,‏ 27 + - فم » فإنه ينتج من (5) 
lal‏ عند ا يكون حلا للمعادلة 2-1 . 
| حيث أن -|#|و 0< لكل عدد حقيقى lien‏ ينتج أن 0<|#| لكل عدد 
مركب 2.إذن 
fad)‏ ۶0 لكل علد مركب z2‏ . 
وهذا يعنى أن النقطة we o‏ لا يمكن أن تكون صورة لأى نقطة فى المستوى المركب 2 
بالتحويلة ٠. weet‏ بهذا نكون قد أوضحنا أن مدى الدالة الأسية هو المستوى المركب 
بأكمله عدا نقطة الأصل . 

ويجدر بنا الإشارة إلى أنه يجب ملاحظة أن أى نقطة فى مدى الدالة الأسية تكون فى 
الحقيقة صورة لعدد لا Be‏ من نقط المستوى ال ركب 2 . وهذا راجع إلى أن تعريف 
)1( للدالة الأسية يوضح أن أى نقطتين من نقط المستوى ال ركب 0 
الصورة وذلك إذا ما تساوى جزاها الحقيقيان وكان الفرق بين جرئيهما التخيليين 
مضاعفا صحيحا للمقدار »2 . وهذا يعنى أن الدالة الأسية تكون دورية 
Periodic‏ » دورتها تخيلية ومقدارها ١‏ 2 :أى أن لكل عدد مركب z‏ يكون 
(Y)‏ تمد 21+ ی 

إذا ما قصرنا نطاق تعريف الدالة #غ على الشريحة* ك ۳2ا > (VA) JSS em‏ ) فإن 
الراسم «=٠‏ يكون تناظرا أحاديا . أى أنه إذا كانت س أى نقطة غير صفرية صيغتها 
القطبية (© w= plcos® + isin‏ حيث Argw‏ - © فإن النقطة8©؛ + z= Logp‏ وذلك 
حسب معادلتى )٤(‏ » )0( ) هى النقطة الوحيدة فى الشريحة التى صورتها النقطة » . 
وف الحقيقة فإن هذا الراسم يكون تناظرا أحاديا طالما كان نطاق تعريف الدالة مقصورا 
على أى شرج 28 + ہرک ۶ هط > وو 

ويجدر بنا التنويه إلى أن الااصية الجمعية للذالةءأى 
(exp.z,)(exp 22) = exp (21+ Z2) (A )‏ 
ا رو eS‏ 
إذن exp Z, = p,(cos ¢, + i sin ¢,) ’ = E, hı = Ye‏ 

900 22 = pa(cos #3 + isin $2) 8 poe oe. 
من المعادلة )0( بند © لحاصل صرب عددين مركبين فى الصيغة القطبية ينتج أن‎ 
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(exp 2Xexp z2) = prpalcos يه)‎ + ¢) + isin (#, + ¢] 
= ee? [cos (y, + ya) + isin (yı + y,)). 


(A) شکل‎ 


£ 


وحيث أن سمس توس ©« رع + 2 = (رر + LE Ata tO‏ نكون ببذا قد 
أثبتنا العلاقة (A)‏ . ويجب ملاحظة أننا قد حصلنا على العلاقة (۸) فى بند (ه) وذلك فى 
الحالة الخاصة التى يكون فيا كل من ع2 تخيليا . 

بإتباع نفس الأسلوب يمكننا بسهولة إثبات أن 


2 ماع 
)4( 1 لو exp 2P‏ 
من هذه العلاقة الأخيرة وحقيقة LO‏ = *ء ينتج مباشرة أن م1/62-6 . كذلك 
يمكن بسهولة إثبات صحة المتطابقة الهامة 


(ef) = e* (n= 1,2,...) (۰) 


تمارين 


١‏ - البت أن 
: 2 
pp o ¢ exp(2+ 3r) = —e? 4,‏ و (or)‏ اك ا 


4 v2 
٠ اذكر لاذا تكون الدالة »-ن عمج 227-3 شاملة‎ - ۲ 
: اوجد جميع قم 2 التى تحقق‎ - 
expQz-D=lm ل 2- هم ¢ ب رو/ةدب1دسم ؛‎ 
: الأجوبة‎ 
2= Log 2 + (2n + Iwidn ل )...,2+ ,1+ ,0 ع‎ 
2= } + nmin =0, +1, 42, ... أن‎ 
؛ ومن ثم إثبت أن‎ xy |(22+1)ضت| بدلالة‎ ٠ lexan) عبر عن‎ - 4 
exp (2z + i) + exp (iz?)| 5 عقم‎ + e-2, 
٠ 862 <0 اثبت أن 1 > |7۶| إذا وفقط !13 كان‎ - 
نفرض أن < أى عدد مركب غير صفرى . إثبت أنه إذا كان *“م, =+ فإن‎ - 5 
لفان‎ re¬ é 
exp (Log r+ i) =z. ب‎ 


=~ > > 


-\o 


— AN 


دوال بسيطة 14 


اثبت صحة متطابقتی (5) )٠١( ١‏ من بند (۲۲) . 


- اثبت أن etter‏ حيث ....,۸=1,2 . 


إنبت أن 


ول z2‏ مره = £ exp‏ لكل عدد م ركب ± 
رب) =exp(z)‏ (12) pںه‏ إذاوفقط إذا كان سمدم حيث...,22 ,1ط ,0 ددم 


رأ ) اثبت أنه إذا کان #» عددا حقيقيا . فإن” = 1۳2 حيث ...,±2 ,±1 ,۸=0 ۰ 
رب) ها هى الشروط التى يجب أن تتوفر فى العدد z‏ إذا كان tous ef‏ تخيليا © 
بين ماذا يحدث : 
i)‏ ) للدالة expixtiyy‏ عندما تؤول × إلى مساء 
ربع للدالة exp 2+iy)‏ عندما تؤول ١‏ إلى to‏ 
اثبت أن الدالة 2 exp‏ لا تكون تحليلية عند أى نقطة . 
بين بطريقتين أن الدالة (22) exp‏ تكون شاملة . ما هى المشتقة الأولى هذه الدالة ؟ 
الإجابة :22 2z exp‏ , 
اثبت أنه إذا كانت الدالة uly) + ivocy)‏ = )۲ تحقق شرطى )١(‏ » (۲) من بند 
(VY)‏ فإنها WY‏ وأن تكون الدالة المعرفة بالعلاقة (”) من نفس البند . 
اقتراح : استتتج أولا المعادلات ۷ = yy‏ .ها = بره ثم إثبت أنه يوجد دوال حقيقية 
yh‏ + 4 للمتغير الحقيقى OE Y‏ = (بربد)ى ۰ eH)‏ = (بن.ب)ن.استخد م معادلتى 
كوشى - Oley‏ للحصول على المعادلة التفاضلية 0 = )$0 + )$0 التى حلها 
sin y‏ 6 + برومه ۾ = $y)‏ حيث ab‏ أعداد حقيقية . ثم البت أن «$(y) = asin y - bcos y‏ 
استخد م حقيقة أن ats} u(x,0) + iv(x,o) = e%‏ قم a,b‏ 
عبر عن Relel/Z)‏ بدلالة xy‏ . لماذا تكون هذه الدالة توافقية فى كل نطاق SAY‏ 
نقطة الأصل ؟ 
نفرض أن ivOxy)‏ + (و,»«)ن = )£2 دالة تحليلية فى نطاق ما 2 . بين لماذا تكون الدوال 
(x,y) = eX? cos [(x,9)],‏ ل 
V(x) = eX sin (o(x,y)]‏ 


توافقية فى النطاق D‏ . ولاذا تكون الدالة («,»)۷ هى المرافق التوافقى للدالة (و,«)نا . 


Trigonometric Functions الدوال المثلفية‎ — ۴ 


من المتطابقتين 


e*=cosx+isinx 9 e” * =cos x — isin x 


7 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ينتج ان اې ړ على ee‏ 
coox=‏ ,— 
a‏ 
لكل عدد حقيقى × . من هذا يبدو من الطبيعى أن تعرف دالتى الجيب وجيب المام 
متغير مركب z‏ عل النحو التالى 


is e+e ا“‎ 
sin z = s+ 008 z = (1) 


يهب ملاحظة أن دالت الجيب وجيب القام تكونان شاملتين وذلك أن كلا منبما 
تكون ارتباطا خطيا فى الدالتين الشاملتين #م,»ى ( تمرين (5) بند )5١(‏ ) . من معرفتنا 
لمشتقات الدوال الأسية الواردة فى المعادلات )١(‏ » فإنه يمكننا إثبات أن 


sin x = 


ةم —sinz‏ = 2 005 ري sa‏ 
الدوال المثلثية د ei‏ الاخرى تعرف بدلالة دالتى: et!‏ و جیب الفام بالصورة 
المعتادة عل لنحو التالى : : 
د 2 cot‏ -ء مها 
ل 
(r)‏ ?1 
z=—‏ ,ص2 


CSC 
: cos 2 sin z 


وجب ملاحظة أن كلا من الدالتين z‏ »مه tan z,‏ تكون 2 تحليلية فى أى نطاق تكون فيه 
cosz #0‏ ۾ ۴ أن IS‏ من الدالتين 2 cot z, ese‏ بكرن تا تحليلية فى أى نظاق تكون فيه , 
40 .0 بأخذ مشتقة الطرف Al‏ لكل من المعادلات 39 فإننا fet‏ على 
المشتقات الأولى لبقية الدوال المثلثية على النحو التالى :+ 


4 tan z = sec?z, g cot z csc? z 
oe 5-5 pak a 
d2 “7” dz 


Z = - 056 2 cot 2.‏ مون = ,2 sec Z = sec 2 tan‏ د 
dz dz‏ 
من تعريف الدالة ع sin‏ ينتج أن etl) _ 9 Mxtiy) e‏ 
ال ل a‏ 


=sin (4 1 + i cos x( =) 


حيث «ا+ ×= . وبالتال يكون الجزان الحقيقى والتخيل للدالة sins‏ هما على الترتيب 


cos x sinhy, sin x cosh y‏ » أى أن 


sin z = sin x cosh y + icos x sinh y (5)‏ 
بإتباع نفس الأسلوب » أو باستخدام المعادلة الآولى من المعادلات (۲) » فإنه يمكننا 
إستنتاج أن : 


cos z = cos x cosh y — isin x sinh y Gy 


دوال بسيطة لف 


من هاتين العلاقتين الأخيرتين يتضح لنا أن 


sin (iy) = i sinh y, cos (iy) = cosh y (Y) 
على الترتيب » أى أن‎ sim 2, cos 2 مرافقتا الدالتين‎ sin 2, cos 2 وأن‎ 
sing = 2 : وو‎ 2 « OFF 
)( « (9) دالة دورية يتضح من المعادلات‎ sinz, coz ويجب ملاحظة أن کون كل من‎ 
sin(z+2n)=sinz, sin(z+2)= —sinz, (A) 
cos (z + 2F) = cos 2, cos (z + 7) = - 08 2 (4) 


كذلك فإن كون كل من الدوال المثلثية المتبقية دورية ينتج مباشرة من المتطابقات (A)‏ 6 
)4( . قعلى سبيل المثال 


tan (z + 7) =tanz (Vs) 


4 - خواص أخرى للدوال المثلثية 

باستخدام المتطابقتين )١(‏ أو المتطابقتين (ه) » )1( من البند السابق يمكن للقارىء 
بسهولة إثبات أن 
|sin 2|2 = sin? x + sinh? y, (1)‏ 
زفة |cos 2| = cos? x + sinh? y.‏ 
من هاتين العلاقتين يتضح لنا أن مقياس كل من الدالتين sin 2, cos z‏ ليس محدودا بينا 
تكون القيمة المطلقة لكل من الدالتين x, cos x‏ «له » حيث × متغير حقيقى » أصغر من 
أو تساوى 1 . 

ويجدر بنا الإشارة إلى أن المتطابقات المثاثية المألوفة تتحقق كذلك للدوال AAA‏ ذات 
pill‏ المركب : 


sin? z + cos? z = 1, (۳) 
sin (z, + 22) = sin 2, COS Z2 + COS رت‎ Sin Z2, (%) 
cos (z, + 22) = COS z, COS Zz ~ SiN Z, Sin 22, (°) 

sin(—z)=—sinz, cos (—z) = COS 2, Cy) 
sin G - (= COS 2, (Y) 


sin2z=2sinzcosz, cos 2z = cos? z - sin? z, 


إل . واستنتاج هذه المتطابقات يمكن أن يبنى كلية على خصائص الدالة الأسية . 


ve‏ المتغيرات ASM‏ وتطبيقات 


يقال لقيمة معينة للمتغير المركب 2 أنها قيمة صفرية ( أو صفر ) zero‏ لدالة معطاة ۲ 
إذا كان 62-0 . والقم الصفرية لدالتى الجيب وجيب الفام تكون كلها حقيقية . وفى 
الحقيقة فإن 
z=nn (n=0, +1, +2,...) (0)‏ چڪ 0= sin z‏ 
cos 2-0 <=> z=(nt+})n (n=0, +1, +2,...). (V+)‏ 
ولإثبات صحة )4( سنفرض أولا أن 0 z=‏ هلو . من العلاقة )1( ينتج أن 

sin? x + sinh? y =0 

وبالتالى فإن WY xy‏ وأن يحققا المعادلتين 

sin x = 0 5 sinh y =0‏ 
من المعلوم أن قم .× التى GEE‏ هاتين المعادلتين هى n=0, +1, +2,... G2 x=‏ 
0ر ؛ أى أن ×= pz‏ بالعكس إذا كانت 2 » حيث 0 عدد صحيح › 
فإنه ينتج بسهولة أن 0= sine‏ . بهذا نكون قد أثبتنا صحة التقرير (A)‏ . ويمكن بإتباع 
نفس الاسلوب إثبات صحة التقرير )٠١(‏ . 
من )٠١(‏ يتضح لنا أن النقط(. ,2+ ,±1 ,0 (n+ Hm (n=‏ = ءهى النقط الشاذة الوحيدة 
للدالة 2 مه؛ ( أى أن + مه تكون تحليلية فيما عدا ذلك ) . 


تمارين 


- اثبت أن 2 z+isin‏ ومع eiZ=‏ لأى عدد مركب 2. 
- استنتج صيغ التفاضل )٤(‏ من بند (۲۳) ٠‏ 
- استنتج صيغتى OV)‏ (۷) من بند (TP)‏ . 
- استنتج المتطابقة )١(‏ من بند (VE)‏ ومن ثم إثبت أن z| Scoshy‏ منو|ى [sinh y|‏ 
- استنتج المتطابقة (؟) من بند (VE)‏ ومن é‏ إثبت أن z| 5 cosh»‏ 5مه| ك y|‏ ضمنو| 
- ابت أن |cosz| Zfcosx| «< |sinz|2|sin x|‏ 
ine wel -‏ متطابقتى )1( . )٤(‏ من بند (VE)‏ 
- اثبت أن I+tan?z=sec?z ١‏ 3 رب ع cot? z= cge?‏ +1 
- إثبت صحة كل من المتطابقات الآتية : 
sin (21 + 22) sin (21 — Z2) = cos 2z, — cos 22: 4)‏ 2 


#2 > < له"‎ Om 4 tt 


ب 222 cos (2, + 22) sin (z1 — zz) =sin 27, - sin‏ 2 
٠١‏ - إثبت أن cos (iz) = cos (iz)‏ لكل عدد مر كب 2 أن sin(@z)=sin@)‏ إذا وفقط 
إذا کان ا٣‏ =2 حيث .... ,22 راط ,0 ده 
١5‏ - إثبت صحة التقرير )٠١(‏ من بند (NE)‏ . 


دوال سيطة vy‏ 


۲ - باستخدام المتطابقة (أ) من رين )4( إثبت أنه إذا کان يمومه = ر2 cos‏ فإنه إما أن 
يكون 22 + 2 أو 21-2 مضاعف صحيح للمقدار 27 . استنتج النتيجة المناظرة عندما 
sin Z; = sin Z2‏ 
١‏ - أوجد جميع جذور المعادلة 4 sinz = cosh‏ وذلك بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء 
التخيلية للدالتين 4 cosh‏ ,مهلو . 
الإجابة : 44 +1 +20 حيث ...±2 ,±1 ,20م ٠.‏ 
£ أوجد rece‏ جذور المعادلة 2-2 CoS‏ . 
الإجابة :2 2r + icosh7'‏ « ى 2r + i Log (2 + V3)‏ يث ... ,±2 ,1+ ,0= 
© - بين بطريقتين أن كل من الدوال الآتية تكون توافقية دائماً : 
sinxsinhy ch‏ + رب cos 2x sinh 2y‏ 
١‏ - نفرض أن te)‏ دالة تحليلية فى نطاق ما (1 . اذكر ISU‏ تكون الدالتان sin f(2), cos f(z)‏ 
تحليليتان فى نفس النطاق D‏ . كذلك . اكتب (۴)2 =« واذكر لاذا يكون 
ao oe cos fe) = —sin w‏ 
۷ - اثبت أن أى من الدالتين sing‏ > 0527© لا تكون ALE‏ عند أى نقطة . 
Yo‏ - الدوال الزائدية Hyperbolic Functions‏ 


تعرف دالتى الجيب الزائدى وجيب الهام الزائدى لمتغير مركب كنظير تيهما فى حالة 
المتغير الحقيقى » أى أن 


e — e _ete? 


sinh z= SAL cosh z = 7 (0) 
الظل الزائدى لمتغير مركب + بالمعادلة‎ dls وتعرف‎ 
sinh z 1 = 
tanh z = 
cosh z 


, cosh z, sinh 2 مقلوبات الدوال‎ tel على‎ coth 2, sechz, esch z ومن ثم تعرف الدوال‎ 
٠ طمه) على الترتيب‎ z 

حيث أن كلا من الدالتين مم alls‏ شاملة » فإنه ينتج من تعريف )١(‏ أل كلا من 
دالتى: الجيب الزائدى وجيب القام الزائدى دالة شاملة . الدالة #طهه تكون تحليلية فى 
كل نطاق OSG‏ فيه 220 طومء. 

ويمكن بسهولة استنباط قواعد جبر ومشتقات الدوال الزائدية من التعريفات 
المذكورة أعلاه . فبالنسبة لصيغ المشتقات الأولى نجد YT‏ تماثل نظيراتها فى حالة المتغير 
الحقيقى., أى أن 


4 5 
4 sinh z = cosh z, س‎ cosh z = sinh z, (‘) 
Sanh z= sech? z, دع للد‎ —csch? z, 22 
Iz 
if eae —sech z tanh z, 2 aires —csch ع‎ coth 2 ($ 


dz dz 


vt‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فيما يل سنذكر بعض المتطابقات التى تستخدم Bale‏ 


cosh? z ~ sinh? z = I )٥( 
sinh (z, + z2) = sinh z, cosh z, + cosh z, sinh z, CY 
cosh (z, + Z2) = cosh z, cosh 2, + sinh z, sinh z, (Y) 
sinh (~z)=—-sinhz, cosh (—z) = cosh z2. (A) 


ومن البديبى أن تكون الدوال الزائدية وثيقة الصلة بالدوال AHA‏ المعرفة فى بند 
(TT)‏ . وفى الحقيقة فإنه إذا ماتذكرنا كيف أن هذه الدوال كلها قد تم تعريفها 
باستخدام الدالة الاسية لوجدنا العلاقات التالية : 
sinh (iz) = isin 2, cosh (iz) = cos z (4)‏ 
sin(iz)=isinhz, cos (iz) = cosh 2. (Vs)‏ 
والأجزاء الحقيقية والتخيلية لدالتى الجيب الزائدى وجيب القام الزائدى يمكن تعيينها 
بسهولة من المتطابقتين 


sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y, (A) 
cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y, O 
للقارىء بسهولة أن يستنبط المتطابقتين‎ os . Z=xtiy حيث‎ 

|sinh z|? = sinh? x + sin? y, (OT) 
|cosh z|? = sinh? x + cos? y (\8) 
بعدة طرق.‎ 


ويجب ملاحظة أن كلا من دالتى الجيب الزائدى وجيب المام الزائدى تكون دورية 

ودورتها 224 » ك أن دالة الظل الزائدى تكون دورية ودورتها #. كذلك 
Live sinhz=0 Ob‏ أ7 z=‏ » 2-0 طومء عندما 08+14(4)-2 حیث « عدد 
صحيح . وف الحقيقة فإن هذه هى الأصفار الوحيدة للدالتين sinhz, cosh z‏ ) انظر 
معادلتى )4( » (V+)‏ أعلاه ) . 


تمقارين 


. (YO) إسستج صيغ التفاضل (۲) › )£( من بند‎ - ١ 

۲ - اثبت صحة المتطابقتيتى (V)6(0)‏ من بند (78) . 

* - اکتب cosh z= cosh (x +iy), sinh z=sinh (x +iy)‏ ثم بين كيف أن coiled‏ 
(VY)‏ (۱۲) من بند )10( تنعج مباشرة من المتطابقات CV)‏ (۷) › (4) من نفس 
البند . 


دوال بسيطة ve‏ 


> - اثبت صحة المتطابقة )16( من (VO) Ay‏ ثم بين أن |oosh 2| Scosh x‏ ك -|sinh x|‏ 

ه - إثبت أن mi) = —cosh z‏ + ج) «sinh ) + mi) = —sinh 2, cosh‏ استخدم ذلك لاثبات 
أن tanh (z+ ri) = tanh z‏ „ 

٠ sinh 22 = 2 sinh z coh z2 إثبت أن‎ - 5 

- باستخدام التقاریر )١١( ۰ (A)‏ من بند (VE)‏ مع العلاقات )٠١(‏ من بند (NO)‏ إوجد 

جميع أصفار كل هن الدالتين 2 sinh 2, cosh‏ . 

۸ - باستخدام النتائج التى سبق الحصول عليما فى تمرين (۷) . عين كل القم الصفرية والنقط 
الشاذة لدالة الظل الزائدى . 

4 - عين a‏ جذور کل من المعادلات التالية 
sinhz=im + cosh 2= 1/2 (‏ © بج 2— cosh z=‏ 
الأجوبة :¢ On + Dri (n=0, +1, £2, .:) o + (2+ Dri‏ 

xy شاملة ؟ عبر عن الجزء الحقيقى هذه الدالة كدالة فى‎ sinh )©2( الدالة‎ Os لاذا‎ - ٠ 
. وضح لماذا تكون هذه الدالة توافقية عند جنيع النقط‎ é ومن‎ 


The Logarithmic Function الدالة اللوغاريتمية‎ - ۲۹ 


سنفترض أن Loge‏ ترمز للوغاريتم الطبيعى للعدد الحقيقى الموجب ۲ کا هو معرف 
فيما سبق عند دراستك للمتغير الحقيقى . الدالة اللوغاريتمية للمتغير الم ركب z‏ تعرف 
بالمعادلة 
log z = Logr + 0 0‏ 

حيث |2| = م 2 هبه - 6.ويجب ملاحظة أن هذه الدالة متعددة الق «Multiple valued‏ 

ومعرفة لجميع الأعداد المركبة الغير صفرية . 

والتعريف )١(‏ طبيعي » » بمعنى أنه يتضح لأول وهلة حال كتابتنا  =١‏ ء 
واستخدام الخصائص المألوفة للوغاريتم الطبيعى التى مرت بنا وذلك لكتابة مفكوك 
slog (re)‏ 
إذا كانثص ترمز للقيمة الأساسية لسعة العدد ال ركب 2( > © > (en‏ فمن 
الممكن أن نكتب (..,22 ,21 ,=( > جمة + 8-6 
وبالتالى فإن الصيغة )١(‏ تأخذ الصورة 
log z = Log r + (© + 2nn) (n=0, +1, +2,...) (‘)‏ 
ويجب ملاحظة أنه لعدد مركب معين 2 » فى نطاق تعريف الدالة log‏ » تكون قم loge‏ 
ها نفس الأجزاء الحقيقية ولكن أجزائها التخيلية تختلف عن بعضها بمضاعفات صحيحة 
للمقدار 2۳ . 


۷٦‏ المنغيرات المركبة وتطبيقات 


القيمة الأساسية Principal value‏ للوغاريتم 2 تعرف على yl‏ القيمة التى jee‏ 
عليها من الصيغة (۲) عندما تكون 8-0 . وسترمز لهذه القيمة بالرمز Logs‏ أى أن 
ran)‏ > ©>+- ,0<م م Logz=Logr+i®‏ 
الراسم w= Loge‏ وحيد القيمة ونطاق تعريفه فة كل الأعداد AS LI‏ الغير صفرية ومداه 


الشريحة ج كك نرم > سام 


ويجب ملاحظة أن Loge‏ تؤول إلى اللوغاريتم الطبيعى المألوف للمتغير الحقيقى عندما 
نقصر نطاق تعريفها على الجزء الموجب من المحور الحقيقى . وذلك لأنه إذا كانت 2 هى 
العدد الحقيقى الموجب ع Jz) =r Ob‏ 0- © وبالتالى فإن معادلة (۳) تصبح 
Log z = Logr‏ . 

رأينا من قبل فى بند (۲۲)» مع إحلال كل من 2.۷ مكان الآخرءأن المعادلة 

22-6 تعين تناظر أحادى بين النقط الغير صفرية فى المستوى 2 والنقط التى 
تنتمى للشريحة d-n<Imwsn‏ المستوى س . النقطة (©:) 2=rexp‏ فى المستوى 2 
bis‏ النقطة ©: + + هما = #فى المستوى SL yew‏ » فعندما نقصر نطاق تعريف 
الدالة “م على الشريحة 5 ك١‏ "!> خ- فإن معكوس الدالة "6 هو الدالة اللوغاريتمية 
الأساسية Logz‏ . أى أن 

"م داج > 2 8مآ ع w‏ 

الراسم 2-6 يعين كذلك تناظراً أحاديا بين النقط الغير صفرية فى المستوى ± ونقط 
المستوى « التى تقع فى الشريحة Im ws (2k + In‏ > (1 - 26), حيث ٠‏ عدد صحيح 
معين . وعندما نقصر نطاق تعريف الدالة ١ء‏ على هذه الشريحة OG‏ الدالة العكسية 
tle fas‏ من المعادلة )1( بوضع عدم . 


log z الدالة‎ Branches فروع‎ = ¥¥ 


الدالة 
<O > 2)‏ ج- ,0>( „ , ©:+مهمآع 2 عمآ 
تكون متصلة فى النطاق ١‏ 0<م » ج> © > ٭-٠‏ وهذا ينتج مباشرة باعتبار مر كبتيها 
u(r, O) = Logr 3 ur, O) = © 2١‏ 


كل من الدالتين )7,0 م (© ,)»× » و بالتالى الدالة Logz‏ » تكون متصلة فى النطاق 
المعطى . وحقيقة أن هذا هو أكبر نطاق ممكن تكون فيه الدالة 2 Log‏ متصلة تتضح من 
حقيقة أن الدالة ه غير معرفة عند نقطة الأصل ابتداءا وكذلك من حقيقة أن قيمة الدالة 


دوال بسيطة vv‏ 


۷ عند أى نقطة على الجزء السالب من المحور الحقيقئ تساوى دائماً × بينا توجد نقط 
فى كل جوار هذه النقطة تكون عندها قيمة الدالة ؟ قريبة جدا من  -#‏ 

الدالتين day‏ مر کبتی الدالة (Log z‏ هما مشتقات جزئية أولى متصلة بالنسبة إلى ©:م 
فى النطاقج > © > ×- ,0 < م ء وهذه المشتقات الجزئية تحقق الصورة القطبية (۲) » من 
بند (VA)‏ ء لمعادلتى كوشى - Okey‏ عند كل نقطة فى هذا النطاق . من هذا نستنتج 
باستخدام النظرية المعطاة فى »)١8( ay‏ أن الدالة 2 ALLE Log‏ فى النطاق 

OW z = re إذا كان‎ a ©>ج- ,0 <ع. بالإإضافة إلى‎ <r 


4 1 1 
£ اoو‎ z= e) لد زوب‎ 
are = ¢ io) re? 


« 


أى أن 
Arg z < 7) 2,‏ > ع- ,0 < (|z|‏ +- وما 
حيث أن الدالة ± ه.ا ليست متصلة عند نقطة الأصل و كذلك على الجزء السالب من 
احور الحقيقى » فإنها لا يمكن أن تكون قابلة للتفاضل هناك . 

وعادة تستخدم 2 Log‏ لتعبر عن كل من القيمة الأساسية للدالة logz‏ ( 5 فى المعادلة 
)١(‏ وكذلك الدالة التحليلية التى نحصل عليها Ob‏ نقصر الدالة 2 Log‏ على النطاق 
+ > © > ۸- ,0 < مو سیتضح من سياق الحديث دائماً ماذا تعنى Logs‏ أى أن أى 
اختيار حاص آخر لنطاق تعريف ± Log‏ سيكون واضحا من السياق الخاص بها . 

إذا قصرنا قم 60 فى تعريف )١(‏ من البند السابق بحيث »2 + » > 0 > »».حيث » 
قيمة ثابتة اختيارية » فإن الدالة 
2 20 + » > 80> »ن ,0 < م , logz =Logr+i0‏ 
تكون وحيدة القيمة ومتصلة فى النطاق المعطى . إذا كانت 2 walog‏ فإن مدى هذه 
الدالة يكون الشريعة الأفقية 2 + w> a‏ ص1 > » رشكل )١9(‏ ) 


VA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ويجب ملاحظة أنه » عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريف الدالة )4( » يكون 
لر كبتيها مشتقات جزئية أولى متصلة بالنسبة للمتغيرين 0  ,‏ » ا أن هذه المشتقات 
الجزئية تحقق » عند كل نقطة من نقاط تعريف الدالة )٤(‏ » الصورة القطبية لمعادلتى 
كوشى - ريمان . وبالتالى Ob‏ الدالة 2 ه16 » كا هى معرفة بالمعادلة )٤(‏ 6 تكون تحليلية 
عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريفها» أن 
fee (|2| > 0, » < arg z < a + 27) 2)‏ 

42 2 

يقال لدالة وحيدة القيمة 5 أنها فرع Branch‏ من دالة متعددة pill‏ ۴ إذا كانت F‏ 

تحليلية فى نطاق ما وكانت Fez)‏ » لكل فى هذا النطاق ¢ هى إحدى قم 1 . 


من هذا يتضح لنا Of‏ الدالة Loge‏ المغرفة على النطاق» >© > ۸-,0 < ”تكون فرعا من 
الدالة اللوغاريتمية )١(‏ المعرفة فى البند السابق . هذا الفرع يسمى الفرع الأساسى 
Principal branch‏ للدالة اللوغاريتمية . الدالة (4) تكون فرعا من نفس الدالة 
اللوغاريتمية المتعددة القم . 


كل نقطة من نقط الجرء السالب من المحور الحقيقى WIS, @an‏ نقطة 
الأصل هى نقطة شاذة للفرع الرئيسى للدالة 2 عم1 » وذلك حسب تعريفنا للنقطة 
الشاذة بند (۱۹).الشعاع ج- © يسمى الفرع القاطع The branch cut‏ للفرع 
الأساسى . الخط المستقم أو المنحنى المكون من نقط شاذة والذى نستخدمه عند تحديد 
فرع ما لدالة متعددة القم يسمى فرعا قاطعا Branch cut‏ . فمثلا الشعاع 

»=0 هو فرع قاطع للفرع (5) من الدالة اللوغاريتمية»والنقطة الشاذة 2-0 
المشتركة لجميع الافرع القاطعة هذه الدالة المتعددة القم تسمى نقطة تفرع Branch point‏ 
هذه الدالة . 


Further Properties of Logarithms خواص أخر ى للوغاريتات‎ - YA 

يمكن تعمم العديد من خواص اللواغاريهات التى مرت بنا عند دراستنا للمتغير 
الحقيقى 8 وذلك بعد إجراء بعض التعديلات البسيطة 2 

سنقوم أولا بإثبات صحة المتطابقة 
=z (#0) Q)‏ م 


دوال بسيطة v4‏ 


وهذا يعنى أنه أيا كانت القيمة التى نختارها للدالة Fog z‏ فإن العدد OBZ‏ سيكون دائماً 
LZ‏ لاثبات ذلك سنكتب “ام ح 2 ,14 + م هومآ = 2 هما؛ حيث 0 إحدى قم -arg z‏ 
وحيث أن » دالة وحيدة القيمة إذن 
m= re z2‏ فلي عملى ے elearti®‏ = هلم 

ولكن يجب ملاخظة أنه ليس من ال لصحيح أن © tog‏ تساوى دائما 2 . وهذا واضح من 
حقيقة أن © tog‏ تكون متعددة القم . وف الحقيقة » فإذا كانت وز +ع-# » فإن 
x + i(y + 2nn) (*)‏ = مع log e* = Log |e*| + iarg‏ 

= 2+ 2nni (n =0, +1, +2, ...). 


نفرض أن 2,22 عدان م ركبان غير صفريين » 


2Z, =r, eXP (i0), 22 = r, exp (i02) —‏ 
من السنهل إثبات أن 
log (2122) = log z, + log z, (T)‏ 
و هذا بطبيعة الخال ي يعنى أن أى قيمة للدالة )2422( log‏ يمكن التعبير عنها کمجموع ۶ قيمة 
ما للدالة bog zy‏ وقيمة أخرى للدالة و وه » وبالعكس فإن مجموع أى قيمة للدالة 
log zy‏ وأى قيمة للدالة tog zy‏ يكون قيمة للدالة )2422( log‏ . وإثبات التقرير (۳) ينتج 
مباشرة من حقيقة أن gLog (rı2) = Log + Log r2‏ حقيقة أن 22 arg <6 = arg 2, + arg‏ 
3 سبق أن أوضحنا فى بند (ه) . 
uy‏ يمكن إثبات أن 
log =! = log z, — log z2 (8)‏ 
22 
لتوضيح التقرير (۳) » دعنا نكتب 


log (2,22) = log 1 = 0.‏ 8 1- = 2= رم 


المعادلة )1( تتحقق niles‏ = رت ه10 » YN slog 2 = —ni‏ لا تتحقق » على سبيل المثاله 
عندماتكون 1× = ر2 log‏ = ,2 8و1.من هذا يتضح لنا أن التقرير (۳) » وكذلك التقرير )٤(‏ » 
ليسا صحيحين بصفة عامة إذا وضعنا Logz‏ بدلا من z‏ هه٠‏ . 


نفرض أن )10( rexp‏ = 2عدد مركب غير صفرى » حيث © ترمز للقيمة الأساسية 
لسعة العدد ع » ونفرض أن ۾ أى عدد صحيح موجب . إذا ما أخذنا فى اعتبارنا المعادلة 
التى تعطى الجذور النونية لعدد مركب غير صفرى ( بند (5) ) وتعريف الدالة 
اللوغاريتمية المتعددة القم > فإننا ud‏ أن 


Ae‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


log (z'/") = log | exp eee) 


- log fr +i (E 2x" + 2pm) 


O+ 2p + 2 


- Logr +i 


حيث ا أى علد صحيح بحيث 1 - ايه Ch‏ أن هده مايخ . من ناحية أخرى » 
“2 ر + Logr‏ }= نما 
خت أى علد طح | من البديبى ID‏ قيمة من قم 9 Log‏ تكون قيمة من قم 
log z‏ - لإثبات العكس » تذكر أن باق قسمة أى عدد صحيح على عدد 
صحيح موجب « يكون دائماً عددا صحيحا باحيث1 -5 > ۸ > 0 ,أى أنه لكل عدد 
صحيح ٩‏ يوجد عدد صحيح م وعدد صحيح مم SAD >) » 5-1٠‏ + رمد وء 
من هذاينتج أن 
log ("") = log z (n=1,2,...) (9)‏ 
مع مراعاة أنه لقيمة معينة من قم OB Jog (24m)‏ القيمة المناظر الملائمة من قم 2 #هاللطرف 
الأيمن يجب اختيارها » وبالعكس . 
ويجب ملاحظة أن العلاقة )0( والخاصية )١(‏ تؤديان معا إلى العلاقة 
exp „Ez (3‏ = "لاج 
ولقيمة معينة ثابتة 2 فإن الطرف الأمن للعلاقة قة )1( يكون nd‏ فقط من القم الختلفة 
وهذه القم ھی قم 21/8 . 
ولكى نوضح أكثر كيف تفسر تقارير تشتمل على دوال لوغاريتمية متعددة القم 
( کالتقریر )0( مثلا ) على أنها علاقات تساوى فئات فإنه يجب ملاحظة ان 
log )2( # n log z (= 1,2.‏ 
بصفة عامة . فمثلا فى DL‏ الخاصة التى تكون فا2 = in‏ = نهد أن قم (2) ه10 هى 
الأعداد (2k + Imi‏ حيث .... ,2+ ,±1 ,0= م بيغا تكون قم 2101 هى الأعداد 
Dei‏ + 4) حيث ... ,22 ,±1 ,0= م وبالتالى فإن فة قم jog (i?)‏ لا تساوى فة قم 
logé‏ 2 وبالتالل tog i. Ob‏ 2 عو (2:) slog‏ 
والتقرير 2 tog 2m log‏ قد يكون أولا يكون صحيحا لقم معينة للمتغير المركب 2 
والاس ۾ وذلك عند إحلال ل اللوغاريتمية المتعددة pill‏ بآحد الفروع الوحيدة 
القيمة للدالة . فمثلا » نلاحظ أن( + 1) Log ])1 + °] =2 Log‏ 
Log[(-1 +?) #2 Log (1+ i) i‏ . 


دوال بسيطة N‏ 


تمارين 
١‏ - ائبت أن 

Log (1 — i) = $ Log 2—(#/4)i_ رب‎ + Log (—ei) = 1 — (7/2) رل‎ 
فإن‎ n=, £1, +2, ..., اثبت أنه عندما تكون‎ - ۲ 


log (—1) = (2n + ri )ب(‎ ¢ log 1 = nmi رم‎ 
log 7) = (n + Dri (ay + logi= (On + Bai (or) 
2= : الإجابة‎ log z= )7/2(: أوجد جميع جذور المعادلة‎ 


أوجد جميع جذور المعادلة 
الإجابة : z= Log 3+ (2n + Dri‏ حيث 0 -...,22 ,1د ,0دم 
اثبت صحة العلاقة )٤(‏ من بند (VA)‏ 
باختيار قم غير صفرية محددة للعددين ج. ]+ . اثبت أن العلاقة (4) من بند (VA)‏ 
له تكون leila‏ صحيحة إذا وضعنا Log‏ بدلا من log‏ . 
إذا كان 0> cl) Rezz>0 « Rez‏ أن 
Logzz‏ + ره Log (2122) = Log‏ 

ثبت أنه إذا كان م =2 فإن 

Log (z?) = 2 Logz (r > 0,—2/2< 0 > /2(.‏ 
اثبت أن رأ إذا كان 

logz=Logr+i0 , م‎ <0, «4> 0< 97/4) 
log (i?) = 2 log i فإن‎ 
(ب) إذا كان‎ 

logz=Logr+i0 , (r >0, 3r/4< 0< 117/4)‏ 
فإك log?) #2logi‏ 
اثبت أنه إذا كان 2 أى عدد مركب غير صفرى فإن 


" = exp (n log z) 8 (n=1,2,...) 
فی بند )1( قمنا بكتابة 1 = 29 ,»-(:-ج) ب ہے عندماتكون,... ,2 ,1 = م۔استخدم ذلك‎ 
, تكون صحيحة عندما ....,±2 راط ,0 -م‎ 2* = exp (1 log 2( لإثبات أن العلاقة‎ 


Log 2 يمكن كتابة الدالة‎ x50 اثبت أنه لكل نقطة 2 من نقط نصف المستوى الأيمن‎ - ١ 


على الصورة 


1 34 
Log 2 = 5 Log (x? + y*) + i arctan ب‎ 


AY‏ المغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث .7/2 arctan t<‏ >2/-استخدم هذه الصورة للدالة Log z‏ والنظرية المعطاة فى بند (YY)‏ 
لاعطاء برهان آخر للتقرير ١‏ الفرع الرئيسى للدالة Log z‏ يكون تيليا فى 
النطاق 0<* » ولإثبات أن المعادلة (۳) من بند (VV)‏ تكون .صحيحة فى هذا 
النطاق . لكن يجب ملاحظة أنه ستظهر بعض الصعوبات التى تتعلق بمعكوس دالة الظل 
ومشتقتها الأولى فى الجزء الباق من النطاق ‏ > © > ١<0,‏ الذى OSG‏ فيه الدالة 
Log z‏ تحليلية خاصة على الخط المستقم 0=× . 

١‏ - اثبت بطريقتين مختلفتين أن الدالة )92+ Log (x2‏ تكون توافقية فى كل نطاق لا يحوى 


نقطة الأصل . 
۴ - اثبت أن رأ) الدالة (-2) Log‏ تكون تحليلية عند جميع النقط عدا نقط الشعاع1 = بر,م > بر. 
(ب) الدالة 
Log )2 + 4)‏ 
+2 


تكون تحليلية عند جميع النقط عدا النقط 2 - 1)+ ونقط الشعاع .0= ر,4- 5× , 


Ub - 4‏ 00 مهم م اثبت أن 
)#1( ىر )+0 Re [log )2 - 1([ - $ Log (1 — 2rcos‏ 


لماذا لابد وأن تحقق هذه الدالة معادلة لابلاس عندما 1ع ؟ 


8 - الأسس المر كبة Complex Exponents‏ 


العلاقة (") من البند السابق والتمرين )٠١(‏ من نفس البند يوضحان لنا أنه يمكن تعريف 
she wee 6 zt‏ عدد مركب» بالمعادلة 

2° = exp (clog z) ٠. ,2#0( (\) 

ويجب ملاحظة أن الدالة الأسية المستخدمة فى الطرف الأيمن من المعادلة )١(‏ معرفة » 
بطبيعة الحال » وفقا للمعادلة (4) من بند (VV)‏ وأن 2 dog‏ هى الدالة اللوغاريتمية 
المتعددة pill‏ . التعريف )١(‏ يكون إذن Whee‏ بمعنى أنه يشمل كل الحالات الخاصة التى 


c=n وعندما‎ n=1,2,... C= c=lIjn سبق ذكرها عندما‎ 
on=O, +1, +2,... حيث‎ 

ويجب ملاحظة أن هذه القوى المركبة للعدد ± تكون بصفة عامة متعددة القم . مثال 
ذلك 


i7?! = exp (—2ilogi) = exp| -2i(5 + 2m)i| 


= exp [(4n + Dz] (n =0, +1, +2,...) 


دوال بسيطة ar‏ 


ويجب ملاحظة أن » وذلك باعتبار الخاصية Net‏ = *”ء , فتى الأعداد »م . 1/2 
متساويتان . وبالتالى فإنه يمكننا كتابة 
reat (#0) 0‏ 

وهناك بعض الخواص الآخرى المألوفة للأسس التىتتحققفى حالة المتغير المركب ا 
تتحقق بالنسبة للمتغير الحقيقى . فمثلا دعنا نفترض أن “مم وأن » عدد حقيقى . 
الدالة 
زضة )27+ log z = Logr + 0 )< 0,» >06 <a‏ 
تكون تحليلية ووحيدةالقيمة فى النطاق المعطى . وهذا هو الحال كذلك بالنسبة للدالة 
exp )1082( das!‏ من هذا نرى أن الدالة © المعرفة بالمعادلة )١(‏ » حيث blogz‏ کا هى 
معطاة فى )1( » تكون تحليلية ووحيدة القيمة فى النطاق 2# + »> 8>» ,0<م. 
المشتقة الأولى هذا الفرع من الدالة الأسية المتغددة القم )١(‏ يمكن التعبير عنها بدلالة 
الدالة اللوغاريتمية المعرفة بالمعادلة )1( على النحو التالى : 

¥ = من يي‎ (e log 2) = exp (c log 2) = 


_ ¢ 2 Ada Lee [(c — 1) log 2]. 


exp (log z) 1‏ 
وهذه الصورة الآخيرة ما هى إلا الدالة الوحيدة القيمة cat?‏ » أى أن 
a+ 2r) (١‏ < م arg‏ < « ,0 > |2|) س 
عندما تكون ۸- =» » و بالتالى* > 2 همه > ۾ فإن الدالة 
z° = exp (c Log z) (z #0) (2)‏ 


تسمى الفرع الأساسى Principal branch‏ للدالة الأسية المتعددة القم )١(‏ . وهذه الدالة 
تحليلية ووحيدة القيمة فى النطاق * > A82‏ > - ,0< |2| . وقيمة هذه الدالة عند أى 
نقطة zo‏ فى هذا النطاق تسمى القيمة الأساسية Principal value‏ للدالة ze‏ عند النقطة Zo‏ 
فمثلا » الفرع الرئيسى للدالة أ يكون 
z! = exp(iLog2)= exp i(Logr +18 )|‏ 
exp [i Logr—@]‏ = 
حيث ۸ > © > *- ,0 < م.والقيمة الأساسية للدالة أج عند أ- -2 هی 
exp [i Log (—i)] = exp|i(-#5)| = exp 5‏ 
وكمثال اخ » الفرع الرئيسى للدالة 2⁄3 وهو يكون 
exp (} Log z) = exp (4 Log r + 4 :©( = 3/r? exp (40)‏ 
وهو يكون دالة GUIS‏ النطاق + > © > جم ,0<م ( يمكن التحقق من هذا أيضاً 
باستخدام النظرية المعطاة فى بند )١8(‏ ) . 


At‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لاحظ أنه عند وضع =٠‏ فى التعريف )1( فإن المقدار ‏ الموجود على الجانب 
الأيسر يكون بصفة عامة متعدد lll‏ . ولكننا fat‏ على التعريف المألوف للمقدار ef‏ 
عند اعتبار الفرع الرئيسى . 

من تعريف EXE )١(‏ القول أن الدالة الأسية للأساس » » حيث » عدد مركب 
ثابت غير صفرى » هى الدالة 
c" = exp (z log c) (e #0) (ad)‏ 
عند تحديد قيمة معينة للمقدار ع عهاءفإن الدالة 2 تكون دالة شاملة للمتغير المركب 2 . 
من السهل التحقق من أن : 


oz وملام‎ (c #0) زفق‎ 


dz 


۰ — الدو ال المثلثية العكسية Inverse Trigonometric Functions‏ 


من الممكن دائماً أن نصف الدوال العكسية للدوال المثلثية والزائدية باستخدام الدالة 
اللوغاريتمية . 
فمثلا لتعريف معكوس دالة الجيب ( أى الدالة ع""م) فإننا نكتب 2أ-وزو - » عندما 
تكون z=sinw‏ . أى أن w=sinlz‏ عندما ا 
eae 1‏ 
للتعبير عن »« بدلالة z‏ فإننا نعين أولا iw‏ وذلك بحل المعادلة 
e?" - Jize™ -1 =0‏ 
وهذه معادلة من الدرجة الثانية فى "فم وحلها هو 
e” = iz + )1 — 2‏ 
حيث 1-2(1/2) يا نعلم دالة ثنائية القيمة للمتغير الم ركب z=‏ . بأخذ لوغاريتم كل طرف 
ومراعاة أن z‏ زو = س fat ib‏ على : 
ilog [iz + (1 - 2)1] Q\)‏ - = ع sin“!‏ 


ويجب ملاحظة أن الدالة sorte‏ متعددة القم وأن Ub‏ عدد لا dle‏ من pill‏ عند كل نقطة 
2 . وإذا استخدمنا فرعين محددين أحدها لدالة الجذر التربيعى والآخر للدالة 
اللوغاريتميةفإن15/2:تصبح دالة تحليلية وحيدة القيمة وذلك لكونها محصلة دالتين تحليليتين 


دوال بسيطة Ao‏ 


وباتباع نفس الأسلوب يمكننا كتابة معكوس دالة جيب القام ومعكوس دالة الظل على 


الصورة 

cos”! ع‎ = —ilog [z + i(1 — z?)'/?] (*) 
fan gato und ۳ 
72; 0 


ومن الممكن إيجاد المشتقات الأول هذه الدوال العكسية الثلاث من الصور المذكورة 
أعلاه مباشرة . فمثلا المشتقة الأولى لكل من الدالتين الأولنين تكون 


aoe 
asin ج12‎ aa ae zo بلحم‎ €3 
. للجذر التربيعى‎ abel هاتين المشتقتين تتوقفان على القم‎ a ومن‎ 
والمشتقة الأولى للدالة الثالثة تكون‎ 
1 
Sak Ths للح‎ a 
eo E ©) 


وهى لا تتوقف على الطريقة التى تجعل بها الدالة وحيدة القيمة . 
يمكن دراسة الدوال الزائدية العكسية بإتباع أسلوب ممائل وبالتالى فإننا جد أن 
sinh" z = log [z + (2? + 1)],‏ 


)4( 
log [z + (z? — 1)"/?},‏ = ع cosh”‏ 
و3 01 [ 8 
a (A)‏ ا2 tanh‏ 
3 0 2 . ات 
أخيراء جب أن ننوه إلى أنه من المالوف a‏ نرمز ا هذه الدوال بالرموز البديلة 
aresin’z‏ & ... 2 
١‏ - اثبت أنه عندما تكون ...,42 ,1+ ,و دم فإن 
D' = exp (— 7/4 + 2nm) exp [(i/2) Log 21: -¢h‏ + 1) 
رب exp [Qn + Di].‏ = *')1—( 
* - أوجد القم الأساسية لكل من 
® رب V3) PE"‏ — 1-)(6/2)] ؟ رج “0 - 1( 
الأجوية : exp(—m/2))‏ ؛ رب) .(2+2) —exp‏ 


۴ - إثبت أنه إذا کان 20ج عدد مركب وكان » عدد حقيقى فإن 
*اء| = Log lz)‏ ( مت = || 
۽ - نفرض أن ,ل,ء أعدادا مركبة CK‏ 0< . اثبت أنه إذا كانت كل القرى 
المستخدمة تكون قيما أساسية فإن : 
ze = iz dy‏ ؛ (ب)(... ,2 ,1 (n=‏ "2 = ")2° 
رج ۳۵ے = فر ۽ رد ,2-4 = فواعج 
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ه - باستخدام الفرع الأساسى للدالة أ أوجد الدالتين ,)م > 0,4م إذا كان 
u(r) + iv(r,0)‏ داج 
5 - اثبت صحة العلاقة (۷) من بند (V4)‏ 


dle Ydz  ةقعشملل أوجد صيغة‎ lz) وجود‎ GE بفرض‎ - ۷ 
: أوجد قم كل من‎ - ۸ 
tan (1 + i) )ب(‎ + tan’) (h 
tanh-'0 (2) 4 cosh-(—1) (+) 
(n=0, +1, £2,...; حيث‎ (n+ Dr + 5Log3 الأجوبة : ن‎ 
(2=0, +1, +2,...) حيث‎ nmi (2) 


8 - بفرض ol‏ عدد مركب ثابت غير صفرى وبراعاة أن © دالة متعددة القم . عين 
الشروط التى يجب وضعها على العدد الثابت ع بحيث تكون جميع قم || 
متساوية . 
الإجابة : © لابد oly‏ تكون عددا حقيقيا . 

: لايجاد قم ± على النحو التالى‎ sin +- 2 حل المعادلة‎ - ٠ 

(أ) بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية فى الطرفين 
رب) باستخدام العلاقة )١(‏ من بند (Te)‏ . 
الإجابة Qn+ Dr +iLog (2+ V3)  :‏ حيث ...£2 ,±1 ,0= 

cos 2= V2 Volt حل‎ - 1 

۲ - إستنتج العلاقتين (۲) . )٤(‏ من بند (Tey‏ 

۳ - استنتج العلاقتين (۳) . )8( من بند (Tey‏ 

(Mey إستنتج العلاقتين (5) . (۸) من بند‎ - ٤ 


Ye} 


الرسم بدوال بسيطة 


Mapping by Elementary Functions 


قدمنا فى بند )٠١(‏ تفسيرا هندسيا لدالة المتغير المركب كراسم أو تحويلة . وقد 
أشرنا هناك إلى أن السمة الأساسية لمثل هذه الدالة يمكن إبرازها بيانيا - إلى حد ما - 
من معرفتنا للكيفية التى ترسم بها هذه الدالة منحنيات ومناطق خاصة . 
فى هذا الباب سنری كيف يمكن رسم منحنيات ومناطق متنوعة باستخدام دوال 
تحليلية بسيطة . وسنوضح فيما بعد فى البابين التاسع والعاشر تطبيقات هذه النتائج على 
مسائل فيزيائية . 
"١‏ - الدوال الخطية Linear Functions‏ 
الراسم 
w=z+C, (0)‏ 
للمستوى ال مر كب z2‏ فوق المستوى ال ركب س » حيث © عدد مركب ثابت » هو إنتقال 
بالمتجه الممثل للعدد الم ركب "٤‏ . أى أنه إذا كان 
C=C, + iC,‏ و x+y‏ =2 
ob‏ صورة النقطة (wy)‏ فى المستوى المركب z<‏ هى النقطة 
(x+y + C2)‏ 
فى المستوى الم ركب ow‏ حيث أن كل نقطة من نقاط أى منطقة معطاة فى المستوى 
الم ركب 2 ترسم إلى نقطة فى المستوى الم ركب « بهذا الأسلوب » فإنه ينتج أن صورة 
هذه المنطقة تكون متطابقة هندسيا مع المنطقة الأصلية . 
من الممكن الحصول على خصائص الراسم المعرف بالعلاقة 
زف ش w= Bz‏ 


* أى إنتقال فى اتحاه المنجه € مقياسه يساوى طول المتجه € . 
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(sy شكل‎ 


حيث 8 عدد مركب ثابت › وذلك باستخدام الصورة القطبية لكل من 8,2 . 
فإذا كانت امم z=‏ و امن =8 Ob‏ 
w = bref +9),‏ 

أى of‏ التحويلة المعرفة بالمعادلة )1( ترسم أى نقطة غير صفرية 2 احداثياتها القطبية 

)78( فوق النقطة الغير صفرية التى إحداثياتما القطبية (0 + 8 (br,‏ وهذا الراسم يتكون 
من دوران للمتجه الممثل للعدد 2 حول نقطة الأصل بزاوية م حيث 

arg 8‏ = م مقرونا بتمدد ( تكبير) 000 إنكماش ( تصغير ) Contraction‏ 
للمتجه بمعامل ط حيث | papa)‏ . وبالتال فإن صورة أى منطقة فى المستوى 
المركب 2 تكون مشاہة عوانم891هندسيا لهذه المنطقة . 

بتطبيق التحويلة )١(‏ على المتغير المركب « فى المعادلة (؟) فإننا حصل على التحويلة 
الخخطية العامة Gener] linear transformation‏ 
م w=Br+C (B#0)‏ 
والتى تتكون من دوران حول نقطة الأصل ومغير لبعد يعقبهما إنتقال . 
ولتوضيح ذلك سنعتير التحويلة الخطية التالية : 

اذى - 1+2+2( w=‏ 
هذه التحويلة ترسم المنطقة المستطيلة فى المستوى المركب * ( کا هو موضح بشكل 
)۲١(‏ ) فوق المنطقة المستطيلة الموضحة فى المستوى المركب س . وهذا يمكن ملاحظته 
بوضوح ST‏ إذا ما أد ركنا أن التحويلة (4) هى محصلة التحويلتين 
+ )ل w -2 + 2 ez‏ ْ 
وحيث أن (4/×:) مءه 2/ -: + 1 ob‏ التحويلة 1+12) = Z‏ تمثل دورانا حول نقطة 
الأصل بزاوية مقدارها 4/× مقرونا بتكبير معامله 2/ . أما التحويلة الثانية 
فتمثل إنتقالا بالمنجه الممثل للعدد SM‏ 24 . 
* يقال لراسم أنه مغير للبعد Dilation‏ إذا كان تكبيرا أو تصغيرا له . 


الرسم بدوال بسيطة ۸۹ 


۲ - الدالة + 
المعادلة 
wee Q)‏ 
تمثل تناظرا أحاديا بين النقط الغير صفرية للمستوى المركب * والنقط الغير صفرية 
للمستوى WOT A‏ . وحيث أن 2۶-۶ فإن هذا الراسم يمكن وصة' تماما 
بالتحويلتين الاتيتين على التعاقب 
Zaye (0‏ و 2دم 

التحويلة -2 عبارة عن تعاكس «هوم۷ه] بالنسبة للدائرة 1= |2| ؛ 
أى أن صورة أى نقطة غير صفرية ع هى النقطة ± بحيث 

argz.‏ ع y argZ‏ ل - اا 

وبالتالى فإن النقط الخارجية للدائرة 12-1 ترسم فوق النقط الداخلية الغير صفرية 
للدائرة وبالعكس ( شكل (١؟)‏ ) . أما أى نقطة على هذه الدائرة فإنها ترسم فوق 
نفسها . وأما التحويلة الثانية 2 = س فهى انعكاس Reflection‏ بالنسبة للمحور الحقيقى . 
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التحويلة w=1/z,‏ 
شكل(١؟)‏ . 
ويجب ملاحظة أن صورة الدائرة م -|2| هى الدائرة 6/ = Jw]‏ . كذلك » فإن أى 
جوار ۾ >|2| لنقطة الأصل Ye‏ حوى نقطة الأصل » bly‏ الجوارة/! > |« |النقطة اللاغباية 
( بند (۸) ) . وعليه فمن الطبيعى أن نعرف تحويلا 7 على المستوى المركب الممتد 
وذلك بكتابة 0 = T(oo)‏ ,مه = 1/z, TO)‏ = (7)2لبقية قم = . بهذا تكون التحويلة 7 راسما 
أحاديا متصلا للمستوى المركب الممتد فوق نفسه . وقد سبق لنا إثبات اتصال هذه 
التحويلة فوق المستوى المركب الممتد وذلك فى تمرين CUNY)‏ من بند )٠١(‏ . 
إذا كانت 4.»,ه,ه أعدادا حقيقية Ob‏ المعادلة 
a(x? + y*) + bx + cy + d =0‏ 
تمثل دائرة أو خط مستقم وذلك حسها كانت #0 او 0=» على الترتيب . بوضع 


w= 1/-‏ فان هذه المعادلة تصبح 
ا di? + 0%) + bu — cv +a =0. aS‏ 
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والتصور الهندسى edb‏ المعادلة يمكن ملاحظته إذا ما استخدمنا الاحداثيات الكارتيزية 
ومع مراعاة أن المعادلة 


u+iv= - 
x+iy 
ve y تؤدى إلى العلاقتون‎ 
,يليد‎ a, 
Yay x+y 
xe! 1 0 أو العلاقتين‎ 
ا‎ =“ 


أى أن » أى دائرة (0 مو م) لا تمر بنقطة الأصل )#0 ف المستوى المركب 2 
ترسم إلى دائرة لا تمر بنقطة الأصل فى المستوى المركب س . أما الدائرة المارة بنقطة 
الأصل ف المستوى المركب ze‏ فإنها ترسم إلى خط مستقيم لا يمر بنقطة الأصل فى 
المستوى الم كب س . كذلك فكل خط مستقم لا يمر بنقطة الأصل فى المستوى ال ركب 
2 يرسم إلى دائرة مارة بنقطة الأصل فى المستوى المركب ew‏ وكل خط مستقم مار 
بنقطة الأصل ف المستوى المركب » يرسم إلى خط مستقم مار بنقطة الأصل فى المستوى 
المركب « . فإذا ما اعتبرنا الخطوط المستقيمة فى المستوى المركب الممتد على أنها دوائر 
مارة بنقطة اللانباية فإنه يمكننا القول أن الراسم T‏ السابق تعريفه يرسم دائماً الدوائر إلى 
دوائر . 

ويجب ملاحظة أن الخط المستقم Cy‏ = × » حيث 0 cy‏ يرسم إلى الدائرة 
زفة 2-0 تجنر 
التى تمس محور الاحداثيات v‏ عند نقطة الأصل » ويجب كذلك ملاحظة أن الفط 
المستقم Cy = Cy‏ حيث cg FO‏ يرسم إلى الدائرة . 
u? +o? + =0 (%)‏ 
التى تمس محور الاحداثيات w‏ عند نقطة الأصل ( انظر شكل CTY)‏ . 


الرسم بدوال بسيطة 0 


نصف المستوى به < × » حيث 0< رء » يرسم إلى المنطقة 


TT < 0, (°) 


(« ay af ty i 
sol \ pane EEE 0 
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أى أن صورة أى نقطة فى نصف المستوى المعطى تقع داخل الدائرة المعطاةبالمعادلة 
)7( وبالعكس 6 فإن sh‏ نقطة داخلية هذه الدائرة تحقق المتباينة )0( وبالتالى فإنها 
تكون صورة لنقطة فى نصف المستوى المعطى . من هذا ينتج أن صورة نصف المستوى 
المعطى هى داخلية الدائرة y‏ المنطقة الداخلية للدائرة ) . , 

الدالة 1/2. تلعب دورا هاما فى دراسة خواص دالة ما ۴ عندما تشمل هذه 
الدراسة نقطة اللانهاية . إذا كانت نہاية (۴)2 عندما تؤول z‏ إلى مه تساوى العدد 
المركب و« فإنه يمكننا تعريف 6 عند ت على أنها م« وبالتلل فإن 6 تصبح 
متصلة عند اللانهاية وبالتالى نكتب ‏ 0« ٠ leo)‏ ويمكن تعيين العدد we‏ أيضاً 
وذلك بحساب نهاية f(z)‏ عندما تؤول # إلى الصفر . وذلك لأنه من 
تعريفات النبايات المعطى فى بند (VN)‏ 

ا 1 

© ™=)/ جه n‏ 
بنفس الطريقة يمكننا أن نجعل الدالة ۴ متصلة عند نقطة ما م2 وذلك بكتابة م = faq)‏ 
وذلك فى الحالة التى تكون فيا by‏ (1/6)2: تساوى صفرا عندما تؤول + إلى ty‏ . ويجب 
ملاحظة أن هذا يتفق تماما مع التعريف المعطى للدالة 7 فى بداية هذا البند وذلك عند 
توسيع نطاق تعريف الدالة 1/2 ليشمل النقطة » 

ولتوضيح ذلك دعنا نعتير الدالة 2 : 

ادع = 
Jot‏ هذه الدالة متصلة عند نكتب 4- fle)‏ وذلك حيث أن الدالة 
4 1 
بج - 1 

تؤول إلى 4 عندما تؤول Mx‏ الصفر . من الممكن أيضاً أن نجعل ؟ متصلة عند النقطة 
1 > 2 وذلك بكتابة م = (1)/ حيث أن نهاية الدالة Uf)‏ تساوى صفراً 
عندما تؤول ‏ إلى 1 

وأخيرا » فإنه يمكننا كتابة 0 = foo)‏ إذا كانت dele‏ الدالة (1//01/2 تساوى الصفر 
عندما تؤول + إلى الصفر 
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تمارين 


- 4 


- 4 


cut‏ أن التحويلة iz‏ = س تغل دورانا للمستوى المركب z‏ بزاوية مقدارها 
2 . أوجد صورة الشريحة اللانهائية 1 > >0 od,‏ التحويلة, 

O<v<1 : الإجابة‎ 

اثبت أن التحويلة ف + iz‏ = س ترسم نصف المستوى X>0‏ 

فوق نصف المستوى 1 D>‏ 


عين المنطقة التى يرسم فوقها نصف المستوى y>0‏ بالتحويلة w= )1 + De‏ 
وذلك باستخدام : 

رأ) الاحداثيات القطبية ¢ رب) الاحداثيات الكارتيزية 

ارسم هذه المنطقة 

vu>u : الإجابة‎ 


أوجد صورة المطقة !1<ر بالتحويلة ‏ 2(--ا) =« 

أوجد صورة الشريحة نصف اللانهائية ‏ 2>ر>0,0<× بالتحويلة ١‏ + بم ع س 
ارسم هذه الشريحة وكذلك صورتها 

الإجابة 0< م1 > > 1- 

صف هندسيا التحويلة )© + w= 8 )z‏ حيث BC‏ اعدادا مركبة ثابتة B#O0‏ 
اثبت أنه إذا كانت 0 > © فإن صورة نصف المستوى,» > × بالتحويلة dle‏ دس هى 
داخلية دائرة . 

ماذا تكون صورة نصف المستوى عندما 0 = Pcp‏ 

إثبت أن صورة نصف المستوى ,م < ر بالتحويلة -/1 w=‏ تكون داخلية دائرة وذلك 
بشرط أن 0<.م . اوجد صورة نصف المستوى عندما تكون 0>:> وكذلك 
عندما 0 = ر٤‏ 
أوجد صورة الشريحة اللانبائية 1/020 > ر >0 بالتحويلة He‏ = * ارسم هذه الشريحة وصورتما 
الإجابة  :‏ 0 من ,2م < 2م +( u*+‏ 

أوجد صورة ربع المستوى 0 < بر ,1 < × بالتحويلة watz‏ 

الإجابة: 0 مم يع > لجس| 

تحقق من أن صور المناطق والحدود الموضحة فى 

ch‏ شكل )٤(‏ ملحق (۲) ‘ (ب) شکل (ه) ملحق (؟) 
بالراسم رر س تكون كم هى مبينة هناك . 


VY‏ - صف هندسيا التحويلة (1/2-1 عن 


الرسم بدوال بسيطة ar‏ 


۳ - صف هندسيا التحويلة :=« وبين كذلك أا ترسم الدوائر إلى دوائر والخطوط 
المستقيمة إلى خطوط مستقيمة . 
4 - أوجد صورة الشريحة نصف - اللانائية 1 > رك 0 ,0< + بالتحويلة waz‏ .ارسم 
هذ الشريحة وصورتها 
الإجابة : p= cos‏ ,7/2 5 8 05 حيث متهم = aW‏ 
© - أوجد صورة القطع الزائد 1 - y?‏ 2م بالعحويلة 1/2 we‏ 
الإجابة : 24 ومن = ”م حيث w=pelt‏ 
04 - اعتبر اتجاها دورانيا للدائرة 1= || ضد عقارب الساعة . عين الاتجاه الدورانى 
لصورتها بالتحويلة 1/2 حب« 
۷ - اثبت أنه عندما ترسم دائرة إلى دائرة بالتحويلة 1/2-سد فإن مركز الدائرة الأصلية 
لا يمكن أن يرسم فوق مركز الدائرة الصورة . 
۸ - اثبت التقرير (5) من بند (۳۲) . 
8 - اثبت أن 
lim f= hin °‏ 
9٠‏ - عين J Coe)‏ م le Sa)‏ - 
,)© ,1— 2#( 5 =0{ 


. الدالة ۴ تصبح متصلة ف المستوى المركب الممتد بأكمله‎ ob 
/)-1(= ©, f(w@) = -1 : الإجابة‎ 


وو التحو يلات الخطية الكسر 4 Linear Fractional Transformations‏ 


az +b التحويلة‎ 
3 (ad — be # 0) Q) 


ry 

حيث aed‏ اعداد مركبة ثابتة » تسمى تحويلة خطية كسرية أو تحويلة موبيس 
«Mobius transformation‏ عندما o‏ = ¢ فإن هذه التحويلة تصبح تحويلة خطية Jy)‏ 
)۳١(‏ ) . عندما 60و فإنه يمكن كتابة المعادلة )١(‏ على الصورة 

8 be-ad 1 8 

ate 2+4 8 2‏ 1 
وهذه الصورة الآخيرة توضح كيف آن الشرط ad — be HO‏ يضمن لنا أن التحويلة 
الخطية الكسرية ليست دالة ثابتة . 


3 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذا حررنا المعادلة )1( من الكسور فإنها تأخذ الصورة 
Azw + Bz+Cw+ D=0 (‘)‏ 
وهذه المعادلة الأخيرة تكون خطية بالنسبة إلى “كل من tal ol cw‏ ثنائية الخطية 
Bilinear‏ فى zw‏ . وبالتالى فإنه يمكننا إعطاء اسم آخر هو التحويلة الثنائية الخطية 
Bilinear transformation‏ للتحويلة الخطية الكسر يق 

بحل المعادلة )١(‏ بالنسبة إلى 2 فإننا نجد أن 
+b 0‏ _ 


2 . 
cw-a 


وبالتالى إذا كانت ه = » فإن كل نقطة من نقط المستوى المركب س تكون صورة نقطة 
وحيدة من نقط المستوى المركب 2 . وهذا أيضاً صحيح إذا كانت :وعم وذلك فيما 
عدا عند النقطة مإ س . سنقوم الآن بتوسيع نطاق تعريف التحويلة )١(‏ وذلك 
للحصول على تحويلة خطية كسرية 1 معرفة على المستوى المركب الممتد 2 باكمله . 
لذلك سنكتب أولا 

az+b 


)°( هدع 


وسنكتب بعد ذلك م = T(e0)‏ إذا كانت © = » وسنكتب dje) = 00 ¢ T(00) = ale‏ 
إذا كانت 0غوم.وهذا يتفق مع ما اصطلحنا عليه فى نهاية البند السابق . 

وبتوسيع نطاق تعريف الدالة الخطية الكسرية بهذه الصورة » فإنها تصبح راسما أحاديا من 
المستوى المركب الممتد فوق نفسه . أى أن © 2022 # WL TE)‏ كان وء ر ولكل 
نقطة » فى المستوى المركب الممتد يوجد نقطة ± فى نفس المستوى بحيث «-75 . 
وبالتالى فإنه لابد oly‏ تصاحب التحويلة 7 تحويلة أخرى 7-1 ( تسمى تحويلة عكسية أو 
معكوس التحويلة ۲ ) معرفة أيضأ على المستوى المركب الممتد كالتالى : 


T-'Ww) =z —s T(z)=w. 

إذا أحللنا كل من aw‏ مكان الآخر فى هذا التعريف وف المعادلة )٤(‏ فإننا نجد 
d - be #0).‏ #42 و 
T7 (2) = 2-2 (a ¢ #0)‏ 


أى أن 5-1 هى lal‏ تحويلة خطية كسرية Taso Cr‏ إذا كانت ه = »و 
م 77102 و OT o)= die‏ إا CSE‏ 0›. 

إذا كانت 1,8 تحويلتين خطيتين كسريتين فإن SIT )2[ lahat‏ تكون تحويلة 
خطية كسرية. وهذا يمكن التحقق منه بسهولة وذلك بتحصيل تعبيرين على 
شاكلة )0( . 


T( 
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لقد لاحظنا أنه إذا كانت ه = » فإن التحويلة الخطية الكسرية )١(‏ تأخذ الصورة 
الخاصة © + #ظ- م« حيث 0عوع. من ناحية cael‏ إذا كانت 0غوم 
of‏ الصورة )1( للمعادلة )١(‏ توضح أن التحويلة الخطية الكسرية تكون محصلة 
التحويلات الخاصة 


1 ع‎ ad 
a be ad yy 


+ ع نوو ,3 
3 2 2 


من هذا ينتج أن التحويلة الخطية الكسرية ترسم دائما الدوائر إلى دوائر وذلك حيث أن 
كلا من هذه التحويلات الكسرية الخاصة ترسم الدوائر إلى دوائر ( انظر بندى TN)‏ 
(TY)‏ ) . ويجب ملاحظة أننا نعتبر دائماً الخطوط المستقيمة فى المستوى المركب الممتد 
دوائر مارة بنقطة اللانهاية . 


2 - دع‎ 6, W= 


ويجدر بنا أن ننوه إلى أنه توجد تحويلة خطية كسرية وحيدة ترسم أى ثلاث نقط 
مختلفة معطاة و2رره,ج فوق ثلاث نقط مختلفة محددة و«,«رر« على الترتيب . وفى 
الحقيقة فإن المعادلة 
5 )23 ¬ 2)(22 — 2) = لما سانا 
wj )2 - 29Ez - 2( 00‏ وس)زوم =( 


تعطى هذه التحويلة الوحيدة . ولتوضيح ذلك »› يجب أولا ملاحظة أنه يمكن US‏ 
المعادلة (A)‏ على الصورة المكافقة 

Wy), (¥)‏ — 232 - يعالوس- #)زره — 2( = 23)(W — wi )(2a - 2)(w - wa)‏ - 2) 
وهذه الصورة الأخيرة يمكن وضعها بالتالى على الصورة )1( وذلك بفك الأقواس . ثانيا 
يجب ملاحظة أنه إذا كان zy‏ = ۾ فإن الطرف الأيمن من المتطابقة (۷) ينعدم و بالتالى 
wy Ob‏ = س . با مئل ء إذا كان وع = OB z‏ الطرف الأيسر من المتطابقة (۷) ينعدم 
وبالتالى فإن وس = س . إذا كان وع = fad Wild z‏ على المعادلة الخطية 


(w — wi)(w2 — wa) = (w — wa)(W2 — 1),‏ 
التى حلها الوحيد.هو د« = « . وكتمرين سنترك للقارىء مهمة إثبات أن المعادلة CV)‏ 
تعين التحويلة الخطية الكسرية الوحيدة التى ترسم النقط 24,22,23 فوق النقط و«,1,«2» 
على الترتيب . 1 
ويمكن دائماً اعتبار نقطة اللانباية على tel‏ إحدى النقط المعينة سواء فى المستوى 
المركب 2 أو المستوى المركب س وذلك عند استخدامنا للمعادلة )1( . فمثلا إذا كانت 
مه = ر۷ فإننا نضع 1jw,‏ بدلا من ر« ف هذه المعادلة ثم نكتب 0 = wy‏ » وذلك 
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بعد إجراء الاختصارات اللازمة فى كل من بسط pling‏ الطرف الأيسر من المعادلة 
“CY‏ وهذا يؤدى للحصول على المعادلة 


wows )2 - 2)22 ¬ z5) 
واس بر‎ (2 — 2(2 — 2) ) 


ولنوضح ما ذكرناه » دعنا نعين التحويلة الخطية الكسرية 7 التى ترسم : 
1-= 0423 = ج22 1 = 21 فوق 1= =i, W2= 00, Wg‏ على الترتيب . بالتعويض 
بالقم المعطاة 24,22,23 wywo,w3,‏ ف المعادلة (A)‏ فإننا نهد أن 
Dz + (i — I) 1‏ + 1( 
اا ar‏ 
ومن السهل التحقق من أن النقط المعطاة فى المستوى الم ركب 2 ترسم فوق النقط المحددة 
فى المستوى المركب س . 


4" - بعض التحويلات الخطية الكسرية الخاصة 
Special Linear Fractional Transformations‏ 
دعنا نحاول تعيين كل التحويلات الخطية الكسرية التى ترسم نصف المستوى العلوى 
0< 2ص[ فوق القرص الدائرى wis‏ الذى نصف قطره الوحدة حيث أن 
التحويلة الخطية الكسرية 


(ad — be #0) 0)‏ ےس 
cz+d‏ 


ترسم دائماً الخطوط المستقيمة فى المستوى "ال ر كب 2 إلى دوائر أو خطوط مستقيمة فى 
المستوى الم ركب س » فإنه ينتج أن حد نصق المستوى imz20‏ ( أى الخط المستقم 
Imz=0‏ ) يرسم إما إلى دائرة أو خط مستقم . وفى الحقيقة فإن الخط المستقيم 
ه = Amz‏ لابد وأن يرسم إلى دائرة وذلك OY‏ صورته تكون محتواة فى القرص الدائرى 
1 > |« | وبالتالى فإنها لابد وأن تكون محدودة . دعنا نفترض الآن أن بعض نقط هذه 
الدائرة ( أى صورة الخط المستقم 0 = (mz‏ تنتمى إلى داخلية الدائرة : 

1 = |« |( أى الفعة 1 > إس| ) . حيث أن الدالة المعرفة بالمعادلة )١(‏ دالة متصلة للمتغير 
> فإنه WY‏ وأن توجد نقطة أسفل مور السينات مباشرة ترسم فوق نقطة بالقرب من 
هذه الدائرة وتنتمى إلى داخلية الدائرة 1-|«| . ولكن هذه النقطة ذاتها ستكون 
Lal‏ صورة لنقطة على أو فوق محور السينات وذلك حيث أن التحويلة المطلوبة ترسم 
نصف المستوى فوق القرص الدائرى . ولكن هذا يناقض حقيقة أن التحويلة الخطية 
الكسرية المعرفة على المستوى بأكمله تمثل let,‏ أحاديا . وبالتالى فإن صورة الخط 


الرسم بدوال بسيطة qv‏ 


المستقم 0 = 1#( حد نصف المستوى ) لابد وأن تكون الدائرة 1= shy fof‏ حد 
القرص الدائرى ) . 


الآنهالتحويلة الخطية الكسرية التى ترسم الخط المستقم 0 = mz‏ فوق الدائرة! = wl‏ 
تتعين بصورة وحيدة إذا أعطينا ثلاث نقط على الخط المستقم وصورها على الدائرة . 
لنفترض أننا اخترنا النقط مه = ع »1 =2 » 0 ع على الخط المستقم ولنحاول تعيين كل 
التحويلات الخطية على الصورة )١(‏ التى ترسم هذه النقط فوق نقط تنتمى للدائرة 
|wl=l‏ من المعادلة ad »)١(‏ أن 


(BI 5‏ = هر جد 230 > الس 
Je] = lal ()‏ >= مده + jwj=l‏ 
من المعادلة (۳) وحقيقة أن £0 ad ~ be‏ فإنه ينتج أن c#0‏ و 40 .إذن 
az + bja‏ 
w=- 5‏ 
cz + dle 1‏ 
a‏ 
pie 2 = 20‏ = 
w ET €3)‏ 


» وهذا يرجع إلى أن 1-إمره| »حيث » ثابت حقيقى اختیاری وحيث 20,21 
أعدادا مركبة ثابتة.من معادلتى (۲)» )1( نعلم أن8/61|- |ء/4 إو SL‏ فإن ]20[ = ]21[ + 
المطلوب. الآن of‏ تكون المعادلة (4) أيضاً متحققة باستيفاء الشرط 1 - wl‏ 

عندما 2=1 . وهذا يؤدى إلى أن 


zol, :‏ - 1| = | - ذا 
او 
.)20 — 291 - 1( = (رة - )2 - 1) 
ولكن 6 = 2421 وذلك حيث أن اما اها و بالتالى فإن هذه العلاقة الأخيرة 
تؤول إلى 
2o + Zo,‏ = رة + 21 
أو Rezy = Rezg‏ . من هذا ينتج أنه إما أن يكون مد = 21 أو Z,= Zo‏ ( هذا راجع 
مرة اخرى إلى أن 21| > || ) . والشرط zy ato‏ يعنى أن الراسم “= س 
يرسم المستوى المركب z‏ باكمله فوق نقطة واحدة . وبالتالى فلابد Ny‏ تكون م2 = ,2. 
إذن التحويلة المطلوبة لابد وأن تكون على الصورة 


Ze fo. (°) 
ووچ‎ 


W = e“ 
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لاحظ أن النقطة woo‏ هى صورة 29 . وبالتالى فإن النقطة ag‏ لابد وأن تقع فوق المحور 
الحقيقى « أى 
»( .نا < 20 Im‏ 
بقى الآن أن نبين أنه بتحقق الشرط )1( OB‏ التحويلة )0( ترسم فعلا نصف المستوى 
Imz20‏ فوق القرص الدائرى ‏ > Jw]‏ . وسنحقق هذا بتفسير المعادلة 

1 لمحم زر 

7 |z—Zo| 

هندسيا . إذا كانت النقطة 2 تقع فوق احور الحقيقى › فمعنى هذا أنها والنقطة مج تقعان 
على جانب واحد من انحور الحقيقى الذى هو ف الواقع المنصف العمودى للقطعة 
المستقيمة الواصلة بين النقطتين ر , ب . من هذا ينتج أن المسافة |2 -2| تكون 
أقل من المسافة |ى2- 2| ( شكل (۲۳) ) » أى أن 1>|س| . بالمئل » إذا كانت 
تقع تحت انحور الحقيقى فإن المسافة zo]‏ - 2| تكون أكبر من |١ -2 | BLL‏ وبالتالى فإن 
1< |« حيث أن كل تحويلة خطية كسرية تكون راسم أحادى من المستوى المركب 
الممتد فوق نفسه فإنه ينتج أن كل نقطة w‏ . بحيث 1 > [wl‏ لابد وأن تكون صورة نقطة 
وحيدة 2 فوق المحور الحقيقى . 

ما سبق نستخلص أن أى تحويلة خطية كسرية على الصورة )0( » حيث العدد 
الحقيقى » اختيارى:وحيث الجزء التخيل من العدد ال ركب tg‏ موجب » تمثل راسما 
أحاديا يرسم نصف المستوى 0 < 2 Im‏ فوق القرص الدائرى 1ك إساء 
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وهذه النتيجة يمكن استخدامها لتوضيح أن التحويلة امحايدة ليست بالضرورة الراسم 
الوحيد الذى يرسم نطاقا معينا فوق نفسه . وفى الحقيقة فإن أى تحويلة خطية كسرية 
على الصورة 
(Y)‏ 
> حيث » عدد حقيقى » falc t‏ » تمثل راسما أحاديا يرسم القرص الدائرى 
>١‏ || فوق القرص الدائرى 1ك [wi‏ . وسنترك مهمة إثبات ذلك للقارىء 
كتمرين . 
ce‏ 
١‏ - أوجد التحويلة الخطية الكسرية التى ترسم النقط 2- = رء - .2 ,2= : فوق النقط 
w= 1‏ ,م جد يسور ,]= wı‏ على الترتيب 
الإجابة : (6 + من)/20 + 32) = سر 
۲ - أوجد التحويلة الخطية الكسرية التى ترسم النقط /> د2 ,0= رع ¡- = ب فوق LB‏ 
1= د« ,ا = «١ = -1, «١‏ على الترتيب . ما هى صورة الحور التخيل ody‏ التحويلة ؟ 
۳ - أوجد التحويلة AW‏ الخطية التى ترسم =z -0 bi‏ ,»= فوق النقط 
Wı =0, Wa =i, W3 = 0‏ 
الإجابة > 1/2 = س 
4 - أوجد التحويلة ثنائية الخطية التى ترسم النقط و2.رع,2 فوق النقط © = ر« ,1= ر« ,0ع س 
الإجابة : !)22 — 2322 - w = [(z— zea — za)‏ 
© - اثبت أن تحصيل تحويلتين خطيتين كسريتين يكون دائماً تحويلة خطية كسرية . 
> - يقال لنقطة zy‏ أا نقطة ثابتة بالنسبة للراسم (5-1)2 إذا كان (6)20 -م2 . إثبت أن 
كل تحويلة ثنائية الخطية ‏ فيما عدا التحويلة الحايدة war‏ ع يكون ها على الأكثر 
نقطتان ثابتتان فى المستوى المركب الممتد . 
۷. - أوجد النقط الثابتة ر تمرين (5) ) للتحويلات التالية : 


w=(6z—9)/z رب)‎ ‘ w = (z —- 1(0/)2+ 1( (i 
z=3 نيد ‘ (ب)‎ th  :ةبوجألا‎ 


۸ - عدل معادلة (5) من بند (۳۳) للحالة التى تكون فيا كل من د#,22 هى نقطة 
اللانهاية . ثم اثبت أن أى تحويلة خطية كسرية لابد oly‏ تكون على الصورة =az‏ س 
عندما تكون نقطتاها القابتتان ( تمرين (5) ) هما صفر  ›‏ . 

8 - ابت أنه إذا كانت نقطة الأصل نقطة ثابتة ( تمرين 5 ) لتحويلة خطية كسرية » فإن 
هذه التحويلة يمكن كتابتها على الصورة waalertd)‏ 


¬4 


~ YE 


ه- 
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تحقق من أن الراسم (1 + 1(/)2 )= eee gw‏ النطاق المعطى بشكل (VY)‏ ملحق (؟) 
فوق النطاق المعطى بنفس الشكل.. 
عين الكميات الثابتة فى التحويلة )8( من بند (4”) التى ترسم نصف المستوى0 < 2 Tm‏ 
فوق القرص الدائرى 1 > |»| بحيث تكون صور النقط 2-1 ,0= ,ه -2 هی 
النقط wai‏ ,1=« ,1- م على الترتيب . اثبت أن صورة الجزء الموجب من IF‏ 
السينات هى النصف العلوى للدائرة 1= إ«| .ثم حقق صحة الراسم الموضح بشبكل 
(NP)‏ ملحق (۲) . 
استخدم التحويلة (: + )/(2 6 = w‏ الموضحة بشكل )١7(‏ ملحق (۲) لإثبات أن القرص 
الدائرى 1 > |1 2| يرسم فوق نصف المستوى 0 > Rew‏ بالتحويلة الخطية الكسرية 
2(/z‏ عم ددس 

اقتراح : قم أولا بإجراء انتقال مقياسه الوحدة فى اتجاه اليسار للقرص 
الدائرى المعطى . بعد ذلك استخدم معكوس التحويلة المعطاة فى بند (۲) لرسم القرص 
وأتبع ذلك بدوران مقياسه 2/<. 


- التحويلة )0( من بند (4 ”) بالاضافة إلى الشرط (5) ترسم النقطة مه z=‏ فوق النقطة 


.)|«|=1 أى على الدائرة‎ ( wl التى تقع على حد القرص الدائرى .1 ك‎ w = مه‎ (ia) 
ترسم فوق النقط:‎ 2-0 »z إثبت أنه إذا كان +2 >» >0 وكانت النقط1-‎ 
كتابة التحويلة على الصورة‎ Se على الترتيب فإنه‎ wat » «= ويه‎ (ia/2) 

z+ exp (—ia/2) 


Sep DTT SD 


لاحظ أنه عندما. تكون 2/« = » فإن التحويلة المعطاة فى مسألة VY)‏ تصبح 
(A‏ ست w a‏ 
5 ` (4/جة) z+ exp‏ 
حقق أن هذه التحويلة الخاصة ترسم نصف المستوى 0 < tmz‏ وإجزاء من حده کا هو 


موضح بشكل (Yt)‏ 
ثبت أنه عندما تكون 0 >2 Im‏ فإن التحويلة )0( من بند (PE)‏ ترسم نصف المستوى 
السفلى 2-0 م1 فوق القرص الدائرى 1 ك |#|. 
استخلص التحويلة (۷) من بند .)۴٤(‏ 
اقتراح : من الممكن استخدام تمحويلتين خطيتين كسريتين متتابعتين الأولى ترسم القرص 
الدائرى 1> || فوق نصف المستوى ImZZ0‏ والثانية ترسم نصف المستوى الآخير 
فوق القرص الدائرى 1 5 |«|. 
اثبت أنه عندما تكون 290 فإن التحويلة (۷) من بند (HE)‏ تكون دورانا للمستوى 
حول نقطة الأصل بزاوية مقدارها > +». 


الرسم بدوال بسيطة w‏ 
۸ - اثبت أنه لا توجد تحويلة خطية كسرية على الصورة (۷) من بند (ME)‏ ترسم القرص 


الدائرى1 > |2| فوق القرص الدائرى 1 5 |۷| بحيث ترسم النقط 1- ع و2 ,> 22 ,1 = رج 
فوق النقط 1- = و« ,- ح د« ,1= wi‏ على الترتيب . 


4 8 6 Ex 


iz + ens 
w= 


= penn التحويلة‎ 


(YH شكل‎ 


۹ - اثبت أن معادلة )1( من بند (PT)‏ تعين التحويلة الخطية الكسرية الوحيدة التى ترسم 
ثلاث نقاط مختلفة معطاة «2 ,د .,2 فوق ثلاث نقاط مختلفة محددة رس Was‏ ىرس 
على الترتيب . 
اقتراح : افرض أن 5 تحويلتان خطيتان كسريتان تحققان الشروط المعطاة 
باستخدام نتيجة مسألة )١(‏ إثبت أن SHITE)‏ سد هى التحويلة المحايدة 2-م 
٠‏ - ابت أنه إذا رمت تحويلة ثائية الخطية كل نقطة من نقط محور السينات فوق نقطة من 
نقط محور الاحداثيات. »س فإن المعاملات فى هذه التحويلة تكون كلها حقيقية . فيما عدا 
رعا لعامل مشترك مركب . ومعكوس هذا التقرير واضح . 
vo‏ — الدالة "2 The Function‏ 
yi les‏ نعتبر التحويلة 
wis 2? QQ)‏ 
التى يمكن وصفها بسهولة باستخدام الاحدائيات القطبية . إذا کان OG w = pe, z= re‏ 
p2gi2®‏ = فأهم 
و بالتالى Ob‏ صورة أى نقطة غير صفرية ± يمكن إيجادها بتربيع مقياس العدد 2 ومضاعفة 
سعة العدد z‏ » أى أن 
lw| = [2]? J arg w =2argz‏ 
لاحظ of‏ التحويلة )1( ترسم المستوى. ال ركب * بأكمله فوقالمستوى ال ركب « 
بأكمله . وهذه التحويلة تكون راسما أحاديا من الربع الأول r002‏ من 
المستوى ال ركب ± فوق نصف المستوى CI‏ بر 0,0 <م2 فن المستوى, 


يذ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المركب « ( شكل (YO)‏ ).كذلك فإنها تكون راسما من نصف المستوى العلوى 
م من المستوى TM‏ + فوق المستوى المركب س بأكمله . ولكن 
يجب ملاحظة أنه فى هذه الحالة لا OSG‏ التحويلة أحادية وذلك حيث أن كلا من الجزء 
ال موجب والجزء السالب من الحور الحقيقى فى المستوى المركب 2 يرسم فوق الجزء 
الموجب من انحور الحقيقى فى المستوى المركب ۷ . 

الدائرة rary‏ ترسم إلى الدائرة #مم = م › والقطاع '2/ج > 056 رہ 5+ يرسم فوق 
المنطقة النصف دائرية ۾ > # ك 702,0 ك ماويكون الراسم أحاديا فى هذه الحالة 


( شكل«0). 


بدلالة الاحداثيات الكارتيزية تكون التحويلة war‏ هى 
=x? — y? + i2xy,‏ وز + u‏ 

وبألتالى فإن صورة القطع الزائد )#0 ) ,ع = غير x2‏ تكون الخط المستقيم TG wm ey‏ 
صورة القطع الزائد )#0 يه) ره = ر2 تكون الخط المستقم 0-2 . وهده القطاعات 
الزائدة'سبق تمثيلها بيانيا بالباب الثانى ( شكل )١7(‏ ) . 

من البديهى أن أى نقطتين غير صفريتين ot‏ 2 يكون هما دائماً نفس الصورة » کا أن 
كل نقطة من نقط .الخط المستقيم may‏ تكون صورة لحل wh‏ النقطتين فقط فى 
المستوى المركب 2 . وهاتان النقطتان تقعان على فرعين مختلفين للقطع الزائ مسترسةهر 
من هذا ينتج أن النقط الواقعة على فرع معين للقطع الزائد تكون فى تناظر أحادى مع 
نقط الخط المستقم وه ده . 

بالمثل » الراسم الذى يرسم القطع الزائد 2xy=09‏ فوق الخط المستقيم يكون راسما 
أحاديا يرسم كل فرع هذا القطع فوق هذا الخط المستقم . 


الرسم بدوال بسيطة ول 


ومن السهل الحصول على صور المناطق التى تحتوى حدودها مثل هذه القطاعات 
الزائدة . فمثلا , لاحظ أن النطاق 1> ر× ,0 < ر ,0 < ب يتكون من جميع النقط الواقعة 
على الأفرع العليا من القطاعات الزائدة التى تنتمى للعائلة nyse‏ 
oe‏ >>0 . وبالتالى فإن صور هذا النطاق تتكون من جميع النقط الواقعة 
على الخطوط المستقيمة مدد . أى أن صورة النطاق المعطى هى الشريحة الأفقية 
Nev?‏ عندما يكون م علداً صحيحاً lee‏ فإن التحويلة 


افق 7س أو pear‏ 


w= Zt التحويلة‎ 
(VN) شکل‎ 


ترسم المرطقة ۸/۴ ک 0 > 0 ,0< + فوق نصف المستوى العلوى * ك # 5 0,0< م ( شكل 
)11( ).هذه التحويلة ترسم المستوى المركب z‏ بأكمله فوق المستوى المركب س 
بأكمله » حيث تكون كل نقطة غير صفرية فى المستوى المركب « صورة ١‏ من النقط 
امختلفة فى المستوى الم ركب 2 . والدائرة م-م ترسم فوق الدائرة"م, = مء کا أن القوس 
«/2 > 059 ,ہ٣‏ = من الدائرة .م - م يرسم فوق الدائرة “مم - م ويكون الراسم فى 
هذه الحالة أحاديا . 


ك5" الدالة 2نج 


من بند )1( نعلم أن قم 21/2 هما الجذران المربعان للعدد المركب ع عندما z40‏ . 
وقد رأينا فى بند (VA)‏ أن هذه الدالة المتعددة pill‏ يمكن كتابتها أيضاً على الصورة 
z'2 = exp (4 log z) (z #9). (1)‏ 

إذا استخدمنا الاحداثيات القطبية وراعينا حقيقة أن(م/2 + ©): + م 108 = z‏ هماحيث 
A‏ = © ,إء|-ء ¢ ...,22 ,1+ ,0= 6 فإنه يمكننا كتابة معادلة )١(‏ على الصورة 


زفق )1 ,0= (r>0,k‏ ل ا Jrexp‏ = تاج 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


و حيث أن الدالة الأسية ا مر كبة دورية ودو رتا 2۸1 ء OB‏ (۲) تعطى قيمتى 212 لكل 
'عدد مركب غير صفرى 2 عندما kal‏ , ۸=0. 
. الفرع الأساسى م۴ للدالة المتعددة الق 104 هى الدالة التحليلية التى نحصل bale‏ 
من معادلة )١(‏ وذلك باستخدام الفرع الاساسى للدالة log z‏ . و بالتالى » إذا وضعنا 
k=0‏ فى المعادلة (؟) » فإننا نجد ان 
iO‏ 
0 > © > جد ,0>( > Foz) = JT exp‏ 
الشعاع ۽ ده هو الفرع القاطع للدالة Fg‏ كا أن النقطة z=‏ هى نقطة التفرع . 
و جب ملاحظة أن الطرف الأيمن من معادلة )1( معرف للنقط الواقعة على الفرع القاطع 
للدالة Very‏ أن الدالة التى نحصل علا فى هذه الحالة بتوسيع نطاق التعريف لا تكون 
حتى متصلة عند هذه النقط . وهذا يرجع إلى حقيقة أن هناك قيما للمتغير © 
قريبة جدا oe‏ وكذلك قيما لنفس المتغير قريبة جدا من #- فى أى جوار 
لنقطة على الجزء السالب من احور الحقيقى . 
التحويلة )5 w=‏ ترسم النطاق ‏ 0>۸ >۸- ,0 <م فوق نصف المستوى الأيمن 
2 > ف > 2/- p>,‏ من المستوى المركب bw‏ حیث pelt‏ = س كذلك فإن نفس 
هذه التحويلة ترسم النطاق > > © > ع- ,وم > >0 فوق نصف القرص الدائرى 
o -۸/2 > ¢ > 2‏ ک م > 0( شكل (۲۷) ) حيث 8-69/2 › “للدم ٠‏ 
عند وضع 1م ف المعادلة (؟) فإننا نمحصل على الفرع 


(© + 22 


F(z) = r exp 7 (r>0, -7<O<n) (2) 


0 Vr a“ 


التحويلة .)77 > © < w= Foz) = Vr e%12 (r > 0, Fr‏ 
شكل (TY)‏ 
exp (in) = 5 eae‏ فإنه ينتج أن Aye)‏ - = )2 .وبالتالى فإن القم 0+ تمثل 
جميع قم 212 لجميع Li‏ النطاق + > © > م ,0 < م.إذا استخدمنا الصيغة (؟) لتوسيع 
نطاق تعريف م۴ ليشمل الشعاعج ب ص وإذا كتبنا 0= (۴)0 فإن القم 800+ تمثل 
3 هذه الحالة جميع قم 2/اج على المستوى المر كب 2 بأكمله 5 


الرسم بدوال بسيطة 10 


ومن الممكن الحصول على أفرع أخرى للدالة 212 وذلك باستخدام أفرع أخرى 
متباينة للدالة 2هه! فى الصيغة )١(‏ . فمثلا الفرع الذى فرعه القاطع هو الشعاع 
» = 8 يعطى بالعلاقة 7 
exp <0,» >8 <a +27). 2)‏ 7 = امل 
وجب ملاحظة أنه عندما تكونج- = » فإننا نمحصل على الفرع (5)2 وعندما تكون 
fat Libba = >‏ على الفرع (2)و7 . کا فى حالتى ۴,۴1 فإنه يمكننا توسيع نطاق تعريف 
ي۶ ليشمل المستوى المركب باكمله وذلك باستخدام الصيغة )0( لتعريف يل عند 
النقط الغير صفرية على الفرع القاطع و كتابة 0 = (0),/ ولكن يجب ملاحظة أن الدوال 
التى نحصل عليها بتوسيع نطاق التعريف کا هو مذكور أعلاه لا تكون بالطبع متصلة 
فى المستوى المركب باکمله . 

من المفيد أحياناً أن نتذكر أنه إذا كان wat)‏ فإن «=2. فمثلاء من 
المعلوم ( بند )۳٥(‏ ) أن الدالة 22 = س تمثل راما أحاديا من فرع القطع الزائد 2xy =F‏ 
الواقع فى الربع الأول من المستوى المركب ع فوق الخط المستقم 0-1 ف المستوى 
المركب س . وبالتالى فإذا ما أبدلنا المستويين المركبين yw‏ كل مكان الآخر فإننا جد أن 
الفرع رر » للفرع القاطع 0- 0 » يكون راسما أحاديا من الخط المستقم 1= وف المستوى 
المركب 2 فوق فرع القطع الزائد 1 = س2 الواقع فى الربع الأول منالمستوى ركب س 


۷ - دوال أخرى غير قياسية Other Irrational Functions‏ 
للعدد الم ZS‏ عندما 0 ۾ ع » ومن بند (VA)‏ نعلم أن الدالة المتعددة el‏ 1۸ے یکن 
كتابتها على الصورة 


zl" exp ( log 1 (z #0).‏ 
حيث أن log 2 = Logr + (@ + 2kn)‏ ¢ حيشج k =0, £1, ±2, ..., = ||, © = Arg‏ 
فإننا of ad‏ 
Yr exp C+ hn) » k=0,1,2,...,2-D. 00‏ = انج 
وقد تعرضنا فى البند السابق للحالة القى فيها 0-2 . فى الحالة العامة » نجد أن كل داله 
من الدوال 


E2) = r exp © +29 - 


)0,1,2,...,2-1= ,ع > © > +- ,0 < 6 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التى عددها م تكون فرعا للدالة 1 التحويلة w= Ale)‏ تكون راسما أحاديا من النطاق 
.> © >- 0 <م فوق التطاق 2k + Iain‏ > ف > م/عز! - (2k‏ ,0 < م pelt Cos‏ = ۷ء 
هذه الأفرع ( عددها (n‏ للدالة :2 تعطى الجذور النونية الختلفة لأى عدد مركب 2 
ينتمى للنطاق ۴ > © > - 0 < ء.ونحصل على الفر ع الأساسى oth‏ الدالة بوضع 0 = ak‏ 
والأفرع الأخرى التى عل شاكلة (ه) بالبند السابق يمكن الحصول عليها بسهولة . 
ويمكن الحصول على أفرع الدالة 20/2 - 2)الثنائية القيمة إذا ما لاحظنا أنها تحصيل الانتقال 
2-2-2 والدالة 21/2 الثنائية القيمة . وكل فرع للدالة zie‏ ينتج عنه فرع للدالة 
(z - z0‏ .وللحصولعل صيغ لأفرع الدالة 1/2(مج ‏ 2( فإننا نكتب )2 - 2) arg‏ = 609 
إمج - 2| = مم بالاضافة إلى )29 - Arg (z‏ = م©.فمثلا فرعين من أفرع الدالة هما 
اف )2< ,© > ج- ,0 > Jr; exp 2 (ro‏ = )0(2 
و 
)8( .)27 > م4 > 0,0 > exp 5? (ro‏ ورل. = )902 
os,‏ ملاحظة أن فرع الدالة 2 الذى استخدم فى كتابة صيغة (2)م© معرف لجميع 
نقط المستوى ال ركب 2 فيما عدا نقطة الأصل ونقط الشعاع ٭ = 2 Arg‏ . و بالتالى ob‏ 
التحويلة Golz)‏ = 0 تکون راسما أحاديا من النطاق > (20 - 2) ع4 >* - ,0> zo|‏ - | 
فوق نصف المستوى الأيمن Rewrd‏ للمستوى الم ركب ۷« ( شكل (۲۸) ) . کا أن 
التحويلة (2),و w=‏ تمثل راسما أحاديا من النطاق zo| > 0,0 < arg )2 - zp)<2n‏ — 2| 
فوق نصف المستوى العلوى Imw>0‏ للمستوى المركب w۷‏ . 
و كمثال توضيحىءولو أنه ليس بمثال أبسط » سنعتبر OW‏ الدالة NY?‏ - 22) الثنائية القيمة . 
باستخدام خواص اللوغاريهات التى سيق الحصول عليها » يمكننا أن نكتب 


(2? - 1)'? = exp [$ log (z? - 1)] = exp ]4 log (z — 1) + 4 log (z + 1)] (°) 
= (z — ج)1(1/2‎ + 12 (z# +1). 
y 
a 
1 0 


الرسم بدوال بسيطة Vw‏ 


فإذا كان (2)ير فرعا للدالة Git?‏ معرف على نطاق ما OS. Dy‏ 2)2 فرعا للدالة 
2 +2) . معرف على نطاق ما 0 » فإن حاصل الضرب HOA)‏ يكون فرعا للدالة 
Ge? 52‏ معرف عند جميع النقط التى تنتمى لكلا النطاقين Dy Dy‏ ( أى النقط التى 
تنتمى إلى وهم ,2 ) . 
وللحصول على فرع محدد للدالة 1(۶ - 2ج) فإننا نستخدم فرع الدالة ع) وفرع 
الدالة ?)1 + 2) المعطيان با معادلة (4) . إذا كتبنا =arg@—1)‏ ,8 + ]2-1|= 
ob‏ فرع الدالة 1(2 -2) المطلوب يكون : 

Vr; exp 5 1 >0 0<6 <20. و‎ 


fy‏ فرع الدالة ?)24( المعطى با معادلة )٤(‏ يكون 
i‏ — 
9 ع2 > ,0 <0 0> Fa exp‏ 

حيث (1 + yur, = | + 1|۰0 = arg(z‏ حاصل ضرب هذين الفرعين هو إذن الفرع ؟ 
للدالة  1(1/2‏ ?2( المعرف بالمعادلة 1 
2n, k = 1, 2). (»‏ > ,0 > 0 ,0 > وم ,0 > exp 1 * 62) (rı‏ ورم = S(2)‏ 
وکا هو موضح بشكل (۲۹) » فإن الفر ع 6 يكون معرفا لجميع نقط المستوى الم ركب 2 
عدا نقط الشعاع 0 = بر,ا- xe‏ 

من الممكن أن نوسع نطاق تعريف الفرع ۴ للدالة 1('/2 - #)المعطى بالمعادلة (5) » 


لنحصل على الدالة #2 > FG) = rr exp‏ 
(Y)‏ ,)1,2 د 6 ,25 > ,0 S‏ 2,0 < يم + رم ,0 > مم ,0 > (r‏ 


وهذه الدالة تكون تحايلية عند جميع نقط المستوى المركب + عدا نقط القطعة المستقيمة 
0 = را ع عد > 1 حیٹ أن F(z) = f(z)‏ لجميع النقط + التى تنتمى إلى نطاق 
تعريف ۴ عدا نقط الشعاع 0= ر ,1 < × فإنه يكفى فقط أن نبين أن ۴ تحليلية عند جميع 
نقط هذا الشعاع . ولتحقيق ذلك Lb‏ سنقوم بإجراء حاصل ضرب SPI‏ 
الدالتين 1/۶ + ع) » )z  1(1/2‏ المعطيان بالمعادلة )1( . أى أننا سنعتبر الدالة 

G(z) = (va exp °) (Vr: r» exp شد‎ 


(7, < 0, عي‎ < 0, -5 > O, <2,k = 1, 2), 


OMA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث )1+ foe n=lz-1], r= |+ 1|, ©, = Arg (z - 1), ©0, = Arg (z2‏ 
ملاحظة أن الدالة © تكون تحليلية عند جميع نقط المستوى الم ركب + فيما عدا نقط 
الشعاع مدير Oy. xS1,‏ مه rade‏ لجميع النقط ‏ الواقعة أعلى أو على الشعاع 
y=0‏ ,1 < + » لأن فى هذه الحالة يكون ,© = ,0( k=1,2‏ . وعندما تقع 2 أسفل 
هذا الشعاع يكون»2 + ,© = ,6 » )2 ,1 = )و بالتالى فإن )14/2( exp )0,/2( = —exp‏ 
ونحصل مرة أخرى على أن ()© -() :. حيث أن )6 -(70 فى نطاق يحوى الشعاع 
0ر ,ا<× وحيث أن ()0© تحليلية فى هذا النطاق ob‏ ينتج أن )7 تكون 
تحليلية فى هذا النطاق . وبالتالى فإن Fey‏ تكون تحليلية عند جميع النقط فى المستوى 
المركب 2 فيما عدا النقط القطعة المستقيمة 0 - y‏ ,ا 5 + 15- 


الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة (۷) لا يمكن توسيع نطاق تعريفها للحصول على دالة تحليلية 
عند نقط على القطعة المستقيمة 0 = ر ,ا 5 × 1-.وهذا راجع إلى أن قيمة الطرف AN‏ 

من المعادلة (۷) تقفز من Siri‏ أعداد قريبة من وم,م/ي:- وذلك عندما تتحرك 
ال عر janes vedas,‏ امهل ll ge leg‏ الى عل soba ide‏ 
الحالة لا تكون حتى متصلة فى هذا النطاق . 


التحويلة w= Fle)‏ تكون راسما أحاديا من النطاق Dy‏ المكون من جميع نقط المستوى 
ا مركب 2 عدا نقط القطعة المستقيمة 0= ر ,! > »م > 1- فوق النطاق Dy‏ المكون من 
المستوى ال ركب س بأكمله عدا نقط القطعة المستقيمة 1 5« ك -١‏ ,0= » (شكل (T+)‏ 


(Fe) شكل‎ 


الرسم بدوال بسيطة NA‏ 


ولكن قبل أن نبين هذا نلفت النظر إلى أنه إذا كانت 
iy‏ =2« 0 <س ع = 0+ ,16:0 > r =r‏ 

فإن ال جزء الموجب من محور الصادات يرسم فوق جزء محور الاحدائيات ۷ D> teat‏ 
بالإضافة إلى ذلك ob‏ الجزء السالب من محور الصادات يرسم فوق جزء محور 
الاحداثيات «بحيث 1- >2 . وكل نقطة فى النصف العلوى y>O‏ من النطاق رط 

ترسم إلى نقطة فى نصف المستوى 0< من المستوى المركب « » کا أن كل نقطة فى 
النصف السفللى 0 > رمن النطاق ر ترسم إلى نقطة فى نصف المستوى0 > ومن المستوى 
المركب س . الشعاع 0 ر ,1 < × يرسم فوق الجزء الموجب من احور الحقيقى للمستوى 
المر كب س » والشعاع 0= ر,ا- >× يرسم فوق الجزء السالب من احور الحقية 
للمستوى المركب « . لإثبات أن التحويلة Fa)‏ ل ا 
(ر)۴ = ۴)2 Ob‏ 1 ترجه إستروء .من هذا ينتج أن و2 = 21 أو و2- = yz‏ لكن مر 
المستحيل أن يكون وء = و« بسبب الطريقة التى ترسم بها .كلا من التصف العلوى 
والتصف السفلى من - النطاق ر« كذلك أجزاء احور الحقيقى الواقعة فى Dy‏ . إذن » إذا 
كان (ر۴ = روع)#افإن جه = وه . وبالتالى Ob‏ ۴ تكون أحادية 5 

سنبين الآن أن 6 ترسم النطاق رد فوق النطاق Dy‏ ردك leh‏ دالة 84 ترسم Dy‏ 
إلى D,‏ بحيث أنه إذا كان How‏ = فإن we Fiz)‏ . وهذا سیثبت أنه لكل نقطة س فى Dy‏ 
يوجد نقطة + فى D,‏ بحيث Fw=w‏ ء وبالتالى یکون ۴ tel,‏ فوقيا . الراسم 81 الذى 
حصلنا عليه هو معكوس الراسم ۴ . 

CE فإننا نلاحظ أولا أنه إذا كانت س إحدى قم 2 — ?2( لعدد معين‎ Hoe, 
فإن 2 تكون قيمة من قم 2 ب 2( لهذا العدد س . الدالة 83 ستكون بالتالى فرعا للدالة‎ 
(w? + 1)2 = (w — 2 + لت‎ eee 
-2ج)» قإننا نكتب‎ yD RG باتباع نفس الأسلوب الذى اتبعناه للحصول على الفزع‎ 
رم =1 - « الدالة 84. تكون إذن‎ exp (i) ء‎ w + i =p, exp (|) 
Hw) = رورمل‎ exp + $2), (A) 

k =1,2,)‏ ,35/2 > يرف ك 2,—2/2> py‏ + رم ,0 < وم ,0 < رم ( 

ويكون نطاق تعريف 88 هو Dy‏ . هذا الفرع يرسم نقط Dy‏ الواقعة أعلى أو أسفل حور 
الاحداثيات ى فوق نقط أعلى أو أسفل مور الاحداثيات x‏ على الترتيب . كذلك فإنها 
ترسم الجزء الموجب من مور الاحداثيات د إلى الجزء الموجب من محور الاحداثيات × 
بحيث 1 < × الجزء السالب من حور الاحداثيات ه إلى الجزء السالب من محور الا حداثيات 
× بحيث 1- > بر .إذا كان HW)‏ = عفان 1 + aw?‏ 22 وبالتالى فإن 22-1 = س . حيث 
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.أن 2 تنتمى إلى ہ٥‏ وحيث أن ()5- ,(5)2 هما ed‏ 1(12 - 2ع) لنقطة ما فى النطاق 
D‏ فإنه ينتج أن ()۴- w=‏ أو w= RG)‏ . ولكن من الواضح » من أسلوب رسم كل من , 
۴ و 54 لكل من النصف . العلوى ه النصف السفلى من نطاق تعريفهما بما فى ذلك أجزاء 
gdh = ; 0‏ » أن (۴)2 -سرء 

أخيرا يجدر بنا التنويه إلى أن أفرع الدوال الثنائية القيمة 
[(z — zo)? — z22 (2, #0) (4)‏ = 2/أزه + Az‏ + 2ج) = w‏ 
حيث ةرج - ?29 (B=‏ م22- = INCA‏ سم بهذه الأفرع » يمكن معالجته بمعاو نة النتائج التى 
حصلنا عليها بالنسبة للدالة ۴ السالفة الذكر والتحويلات المتتابعة 


)+( ا ال مش اماد 
2 
ارين 
١‏ - صف النطاق الذى يرسم فوقه القطاع الدائرى هر >0 >0 ,1 >م2 بالتحويلة : 
ر 2ج عدسر رب) ےکس رج ماسر 


۲ -دائثبت أن التحويلة 2+ = « تمثل راما أحاديا من الخطوط م - د (0 ء) فوق القطاعات 
WI‏ (ء -- »)4 ب دن ومن الخطوط 4 ير (0ء4) فوق القطاعات المكافئة 
(:4 + )44 = ?0 لاحظ أن بؤر جميع هذه القطاعات المكافة تقع عند النقطة 0= س 
۳ - أوجد منطقة فى المستوى المركب × تكون صورتها بالتحويلة «=١‏ هى النطاق الحدد 
بالمستطيل الواقع فى المستوى المركب « والذى حدوده تقع على المستقيمات 
v=1,0=2‏ ,2= اعدو 
47 - إنبت أن الفرع الأسامى للدالة 2٠ء‏ يرسم النطاق الحدد بمحور الصادات والقطع 
المكاقء (1 - بريه = ٣ر‏ فوق النطاق المثلئى sud!‏ بالخطوط المستقيمة 
1 - 4ه ,نه = و ب حدم بين الأجزاء المناظرة لحدود المنطقتين . انظر تمرين AN)‏ 
© - اثبت أن الفرع  ware‏ حيث 2 >8 >0 ,و0د,م BW.‏ 
المتعددة القم ٠ء‏ يكون راما أحاديا للنطاق الواقع بين القطعين المكافئين 
2a? 2b?‏ 
“To 088’ 71-8‏ 
فوق الشريحة ‏ م8>م>م حيث b>e>0‏ /أنظر تمرين (۲). 
5 - عين صورة النطاق » >8>+- ,0< ف المستوى المركب 2 بكل من التحويلات 
المعرفة بالأفرع الأربعة للدالة 26 والمعطاة بالمعادلة (؟) من بند (VV)‏ عندما.4 - م 
استخدم هذه الأفرع الأربعة للدالة “2 لتعيين الجذور الأربع للمقدار 1 . 


١ 


r 


الرسم بدوال بسيطة 3 


۷ - ف بند (۳۷) عرفا الفرع ۴ للدالة 1 - ي بدلالة CLO‏ ,0 ,0 ,وم ,.#وضح 
هندسيا لماذا تعين الشروط + >0 + 0>0 ,0< ,م الربع الأول 0<ر,0<× من 
المستوى المركب .ثم بين أن التحويلة (۴)2 =« ترسم هذا لربع من المستوى المر Ze‏ 
فوق الربع الأول 0<« ,0< » من WAS MS gull‏ 

اقتراح : لإثبات أن الربع الأول 0<ير ,0< × من المستوى المركب < يعين WE‏ 
بالشروط المعطاةهلاحظ أن +- ,0 + ,8 عند كل نقطة تنتمى للجزء الموجب من محور 
الصادات وأن ,8 + ,8 تقل كلما تحركت النقطة z‏ إلى المين على امتداد الشعاع 
e< »/2(‏ >)) ع ع ,0 

۸ - إذا كانت ()۴ w=‏ هى التحويلة من الربع الأول للمستوى المركب 2 فوق الربع الأول 


حيث y? + 1)? — 4x?‏ + ) = رة هون صورة جزء القطع الزائد ‏ 1= ر تير 
الواقع فى الربع الأول هى الشعاع .»= 0,0١‏ <4 


4 - ف تمرين MN‏ إثبت أن النطاق D‏ الواقع تحت القطع الزائد فى الربع الأول للمستوى 
الم ركب < يتعين بالشروط 2 > ,6 + ,8 >0 ,0 < ,م ثم إثبت أن صورة النطاق PD‏ 
الثمن .بد > ر >0 من المستوى الم WS‏ . عين بيانيا النطاق D‏ وصورته ٠‏ 

20 جم ممح‎ (fe) 196 (FY) المعرف ف بند‎ et)? نفرض أن ۴ هو فرع الدالة‎ -- ٠ 
(2? — 20" ءإثبت أن الفرع م۴ للدالة‎ ٣١ <0 10 نقطة ما ثابتة » حيث 27 > ,0 ك‎ 
,ج , .2 ء يعطى بالعلاقة‎ berth الذى فرعه القاطع هو القطعة المستقيمة التى نقطتها‎ 
۰2 = 2/29 حيث‎ Fo(z) = zo F(Z) 

40 < 0, < 2+ جد‎ > Or < F رمح 1 عم فخيث‎ exp (18) ¢ z2 + 1 = rs exp (10,451) - ١ 
وذلك لتعيين فرع لكل من الدوال‎ 


12 _ 
ر (1-* ms‏ اج 


فى كل حالة WY‏ وأن يتكون الفرع القاطع من الشعاعين ”= ,9 , 0= ,0 
١‏ - باستخدام المصطلحات ببند PV)‏ اثبت أن الدالة 
fn i, — 82)‏ لك 
Vn? 2‏ )7 
تكون فرع له نفس نطاق التعريف .< وله نفس الفرع القاطع للدالة ٠۴‏ اثبت أن 
هذه التحويلة ترسم ر0 فوق نصف المستوى BW‏ 2/» > >2/- ,0< م » حيث 
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النقطة 1= « هى صورة النقطةه = caste‏ أن التحويلة العكسية هى 
ERE (u>0).‏ 
1—w? 8‏ 

۴ - ائبت أن التحويلة المعطاة فى تمرين (VN)‏ ترسم جزء خارجية الدائرة 21| 
et‏ فى النصف العلوى من المستوى المركب < فوق المنطقة فى الربع الأول من 
المستوى المركب w‏ الواقعة بين الخط المستقم »هد ن.ومحور الاحداثيات ها . 
ارسم هذه المناطق . 

4 - اكتب exp (O),‏ ومح 1 دع z= r exp (iO), z—1 =r, exp (O),‏ » حيث قم 
جميع الزوايا الثلاث تقع بين  ,‏ ءو أوجد فرع الدالة feet — yy?‏ الذى 
يتكون فرعه القاطع من القطعتين المستقيمتين 0ب ,1 دير > 0--بر,ا 5 05# 
من حور السينات . 


w= expz التحويلة‎ - TA 
التحويلة‎ 


,خم دور 
أو ere?‏ ے (ip), 2 = × + iy > «pe‏ يه م = cw‏ يمكن كتابتها 

p=e, رده‎ 

هذه التحويلة تكون ر Let‏ أحاديا oa‏ ن الخط المستقم » y=‏ فوق الشعاع g=e‏ مع 
استبعاد نقطة الأصل من الشعاخ . الخط المستقيم »=× يرسم فوق الدائرة » = م.ولكن 
يجب ملاحظة أنه يوجد عدد لا نباي من نقط الخط المستقم x=e‏ التى ها نفس 
الصورة . 
المنطقة 4 > رك ,8 ك + كه ( أى داخلية وحدا لمستطيا x=ax=b.y=ce.y=d‏ ( 
ترسم فوق المنطقة 
4 ك5 و5 و espse‏ 

المحدودة بأجزاء من دوائر وأشعة . وهذا الراسم يكون أحاديا إذا کان »2 > -4. 
شكل )5١(‏ يوضح هاتين المنطقتين والأجزاء المتناظرة من حدودهما. فعلى وجه 
المخصوص Nahe‏ كان ۸ - 4 > 60- »فإن OSySa‏ وف هذه الحالة يرسم المستطيل 
فوق نصف حلقة دائرية کا هو موضح بشكل (A)‏ ملحق )1( من بند (۲۲) نعلم 
أن التحويلة wae?‏ تكون راما أحاديا من الشرة 1(١‏ + 21) ك ر> ٭(1 - م 
حيث « أى عدد صحيح » فوق فة الأعداد pall‏ صفرية فى المستوى ال ركب س . نغلم 


الرسم بدوال بسيطة wr‏ 


كذلك من بند VT)‏ أنه إذا كانت z‏ منتمية للشريحة السالفة الذكر وكان wae?‏ فإن 
z= Log w + 2nri.‏ 

الشريحة EW‏ × > بر>0ترسم فوق نصف المستوى العلوى م > فو > 0,0 < م من 
المستوى المركب «. وشكل CV)‏ من ملحق (۲) يبين الاجزاء المتناظرة لحدود 
المنطقتين . وهذا الراسم لشريحة فوق نصف مستوى مفيد بصورة خاصة فى 
التطبيقات . 

الشريحة النصف لا نبائية # > بر> 0,0 2085 ترسم فوق المنطقة النصف دائرية 
+ ف >0 ,! > م > وإ( شكل (۷) ) : ملحق (۲)). لاحظ أن النقطة weo‏ ليشت 
متضمنة فى صورة المنطقة وذلك OY‏ تء لا تنعدم إطلاقا . 


۹ - العحويلة ‏ مو = س 


of toe 
sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y, 
Sy pall على‎ w = sinz فإنه يمكن كتابة التحويلة‎ 
u = sin x cosh y, v = cos x sinh y. (\) 
تكون راسما أحاديا من الشريحة‎ wesin 2 التحويلة‎ 
0ر ,كك‎ 
فى المستوى الم ركب 2 فوق النصف العلوى 0> من المستوى ال ركب س وهذا يبين‎ 
الأهمية الخاصة هذه التحويلة فى التطبيقات ( هذه الشريحة وصورتها موضحتين بشكل‎ 
بتحقيق ذلك باعتبار صور الخطوط المستقيمة‎ OW من ملحق (۲) ) . وسنقوم‎ )9( 
, .--/2 5 57/2 حيث‎ » xe الراسية‎ 
يرسم فوق محور الاحداثيات م )0= 4( ويكون الراسم‎ (x = 0) فمحور الصادات‎ 
فى هذه الحالة أحاديا . ويجب ملاحظة أن الأجزاء العليا من هذه الحاور تكون متناظرة‎ 
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وكذلك الأجزاء السفلى منها . فمثلا صورة النقطة (و,ه) على محؤر الصادات هى النقطة 
sinh y)‏ ,0) على عور الاحداثيات wv‏ 
إذا كان 2 >> 0ه ob‏ الخط المستقم © = x‏ يرسم فوق المنحنى 
u=sinecoshy, v=coscsinhy (vy)‏ 
ويكون الراسم فى هذه الحالة أحاديا . ويجب ملاحظة أن المنحنى (۲) هو الفرع الأيمن 


من القطع الزائد 1 


=1 02 


won’ 


sin ec cose 


حيث بورتیه هما (±1,0+)۔أنظر شكل LTV)‏ 


التحويلة w=sinz:‏ 
شكل (PT)‏ 
صورة الخط المستقم ۸/2 = × » التى frat‏ عليها بوضع 2/ = × فى المعادلات )١(‏ » 
تتكون من النقط (uo)‏ الواقعة على حور الأحداثيات هه بحيث 1 <»ه . ويجب ملاحظة 
أن الراسم الناتج بقصر نطاق التغريف على الخط المستقيم 2/» = × لا يكون فى هذه الحالة 
أحاديا وذلك حيث أن النقطتين iy‏ -2/ را + 2/نهما نفس الصورة. ولكن الراسم يكون 
أحاديا إذا ما قصر نطاق تعريفه على النصف العلوى أو النصف السفلى لهذا الخط 
الستقم . 
ويمكن بسهولة الحصول على صورة الخط المستقع © - × » حیٹ ٥>0‏ > 2/ج- 2 من 


الرسم بدوال بسيطة Ne‏ 


النتائج التى حصنا عليها من القطع الزائد )1( » فيما عدا عندما 2/- - ء .فى هذه الحالة 
الأخيرة تكون صورة الخط المستقم مكونة من النقط (0.ه) حيث 1- كب . 

إذا اعتبرنا صور الأنصاف العليا فقط من جميع هذه المخطوط المستقيمة سيكون من 
الواضح أن التحويلة ± sin‏ = « تكون تناظرا أحاديا من نصف الشريحة اللانهائية 
p20‏ ,0/2 > ×> 2/ج-فوق النصف العلوى 0<« من المستوى المركب س . وم هو 
الأول من بشكل )٠١(‏ من ملحق (۲) فإن النصف الأيمن من الشريعة يرسم فوق الربع 
موضح المستوى المركب « . 

التحويلة w = sin‏ ترسم الخط المستقم الآفقى » = ١‏ فوق المنحنى 


u = sin x cosh © م‎ = cos x sinh ©. (4) 

إذا كان معدم Ob‏ هذا المنحنى يكون القطع الناقص 
u? v?‏ 

cosh? e * sinh? = (°) 


التحويلة sing‏ = س تكون تناظرا أحاديا من القطعة المستقيمة © = my‏ ك × > 0 فوق النصف 
الأيمن من هذا القطع الناقص ء | أنها تكون تناظرا أحاديا من القطعة المستقيمة 

ye‏ ,2# ك × ك * فوق النصف الأيسر من نفس القطع الناقص » أنظر شكل 
(FT)‏ . صورة مور السينات » والتى نحصل علا بوضع 0 = » فى المعادلات 
)4( 0 تكون جزء مور الاحدائثيات u‏ بحيث 1> 4ه > 1- . 


w= sin 2. : التحويلة‎ 


شكل 4م 


المنطقة المستطيلة -mSxSn,e,SySe,‏ ترسم فوق المنطقة التى حدودها هى 
حدود القطعين الناقصين المتحدى البؤر ( هذه المنطقة تسمى حلقة ناقصية 
(Elliptic Ring‏ | هو موضح بشكل )۳٤(‏ . كل من الضلعين ,م ك برك ,© ,±۸ =× 
ير سم فوق القطعة المستقيمة —sinhe,‏ كه ك ره طهنو-,0 = اءفإذا كانت 0< 
فإن صورة المنطقة المستطيلة تكون الحلقة الناقصية بالإضافة إلى القطعة المستقيمة 
sinh e‏ < مك u=0, -sinhey‏ التى تقع على الجزء السالب من محور الاحداثيات ۷ 
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( هذه القطعة تسمى قاطع (Cut‏ فعندما تتحرك نقطة 2 على حدود المنطقة المستطيلة 
ob‏ صورتها تدور حول أحد القطعين الناقصين ثم تبحرك على امتداد القاطع و بعد ذلك 
تدور حول القطع الناقص الثان وف ald!‏ تتحرك مرة أخرى على امتداد القاطع لتعود 
لنقطة البداية . 

التحويلة 2 هذه = س تكون تناظرا أحاديا من المنطقة المستطيلة © > برك 0 ,۸/2 > × > ۸/2- 
فوق المنطقة النصف ناقصية Semielliptic Region‏ © هو موضح بشكل (VN)‏ من ملحق 
. 


Successive Transformations  ةعياجتملا التحويلات‎ — be 


حيث أن .)1/2 + 2( sin‏ = ع Ole ¢ cos‏ التحويلة 
z‏ ومع = W‏ 
هى محصلة التحويلتين w=sinZ 9 Zaz+5‏ بهذا الترتيب 
أى أن التحويلة cosz‏ = س تكافء تحصيل التحويلة بدالة الجيب مسبوقة بانتقال إلى العين 
مقياسه 7/2 . 
التحويلة 
w = sinh z 1‏ 
os‏ كتابتها عل الصورة ¢w = -isin (iz)‏ أو 
Z = iz, W = sin Z, w= — iW.‏ 
و بالتالى فإنها تكون تحصيل التحويلة بدالة الجيب مع نصفى دورتين ( نصف الدورة هى 
دوران مقياسه ۸/2 ) . التحويلة 
w= cosh z‏ 


يمكن معاملتها بالمثل والنظر Gall‏ على أنبا أساسا تحويل بدالة جيب القام . 


w= (sin التحويلة 2ج‎ 
(Pe) شكل‎ 


الرسم بدوال بسيطة ny‏ 


التحويلة 
w = (sin z)!/2,‏ 

حيث الأس الكسرى يشير دائماً إلى الفرع الأساسى » يمكن التعبير عنها على Wel‏ تحصيل 

التحويلتين 
j Ze=sinz,‏ تسكن 
وكا نوهنا فى البند السابق فإن التحويلة الأولى ترسم الشريحة النصف لا نهائية 

» 2 ,ه<+ من المستوى المركب‎ x20 ك 0 فوق الربع الأول‎ + > 2, p20 
والتحويلة الثانية ترسم الربع المذكور إلى تمن من المستوى المركب «وهذه التحويلات‎ 

المتتابعة موضحة بشكل )80( 


وكتوضيح ol‏ لفكرة التحويلات «dng‏ اعت أولا التحويلة الخطية الكسرية 
.=2 


5 04 2+1 
لقد سبق لنا أن بينا أن هذه التحويلة ترسم نصف المستوى yO‏ فوق نصف المستوى 
yoo‏ للمستوى الم ركب 7 . بعد ذلك لاحظ أن التحويلة2هما = « ترسم نصف 
المستوى ۲<0 فوق الشريحة ج > «م>0 ف المستوى المركب « . من هذا نستنتج 
ان التحويلة pent‏ 
2+1 
ترسم نصف المستوى 0<ر فوق الشريحة ۾ > س > 0 .ويوضح شكل )19( بملحق 

. النقط المتناظرة على الحدود‎ )١( 


w = Log 


Table of Transformations of Regions جدول تحو يلات المناطق‎ - 4١ 
ملحق )1( يشتمل على عدة أشكال توضح تحويلات لبعض المناطق البسيطة والمفيدة‎ 
بواسطة دوال بسيطة مختلفة . وفى كل حالة يوجد تناظر أحادى بين النقط الداخلية‎ 
للمنطقة المعطاة والنقط الداخلية لصورة هذه المنطقة . وقد أوضحنا الأجزاء المتناظرة من‎ 
حدود المناطق باستخدام الأحرف . وقد أوضحنا كذلك بعض الرواسم التى لم نتعرض‎ 
لها بالدراسة فى هذا الكتاب » والتحقق من صحة هذه التحويلات يمكن أن يترك‎ 
كتارين للقارىء . ومن الممكن اشتقاق بعض التحويلات المعطاة بملحق (۲) باستخدام‎ 

تحويلة شفارتز - كريستوفل التى سندرسها بالتفصيل فى الباب العاشر . 


WA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


edt - ١‏ الخطوط المستقيمة × = esky‏ فوق اخلزونیات =exp (kg) Spirals‏ م 


۹ 


بالتحويلة ,2 م> حیٹ -w=pexp(id)‏ 


GE -‏ من صحة صورة المنطقة الموضحة بشكل (۷) من ملحق (7) وكذلك حدودها 


Jw = e بالتحويلة‎ 


- أوجد صورة الشريحة نصف اللاهائية + > ر > 0,0 < × بالتحويلة 2 ٠×‏ = س وحدد 


أجزاء متناظرة من الحدود 5 


- عين فرعا للدالة (2-1) log‏ يرسم المستوى المركب 2 عدا النقط 0=ر,ا<× 


الواقعة على انحور الحقيقى فوق الشريحة +2 >« >0 هن المستوى المركب « . 


- حقق أن التحويلة 2 w = sin‏ تكون تناظرا أحاديا من الخط المستقم »=× » حيث 


2 >» >0 > فوق الفرع الأيمن من القطع الزائد المعطى بالمعادلة (۳) من بند(ة *) 


= اثبت أن التحويلة 2 sin‏ = « ترسم الخط المستقم » -» حيس acc mw‏ 6 


فوق الفرع الأيمن للقطع الزائد المعطى بالمعادلة (*) من بند (1PM)‏ . لاحظ أن الراسم 
يكون أحاديا وأن النصف العلوى والنصف السفل للخط المستقم يرسمان فوق النصف 
السفلى والنصف العلوى للفرع على الترتيب . 


- عين صورة الخط المستقم »=× . حيث 2/< >ء ><- /بالتحويلة w = sin z‏ 
- حقق صحة الصورة الناتجة بالراسم 2 sin‏ للمنطقة الموضحة بشكل )٠١(‏ من ملحق 


((. 
- اثبت أن التحويلة 2 sin‏ = « ترسم القطع المستقيمة الممثلة لحدود المنطقة المستطيلة 
١‏ ك ر05 ,2/” > × > 0'فوق القطع المستقيمة والقوس DE‏ | هو موضح بشكل 

(A)‏ . القرس 2 يمثل ربع حيط القطع الناقص 


(u/cosh 1)? + (v/sinh 1)? =1 


BC Ds 


w= sin 2. التحويلة‎ 
(FY) شكل‎ 


الرسم بدوال بسيطة حمل 


٠‏ - أكمل رسم النطقة المستطيلة الموضحة بشكل (VN)‏ وذلك برسم القطع المستقيمة 
»= ر ,2/» > × >0 OY‏ أن التحويلة w = sinz‏ تكون تناظرا أحاديا بين نقط 
المنطقة المستطيلة ونقط المنطقة “2/8 4'8ه 

١‏ - تخقق من صحة الصورة الناتجة بالراسم 8182 للمنطقة الموضحة بشكل (VN)‏ من ملحق 
( . 


9 - اثبت أن التحويلة 2 cosh‏ = ۷ ترسم النقط iy‏ ج » حيث 2/+ > برك 0 . إلى القطعة 
المستقيمة 1,25-0 5؛» 05 على محور الاحدائيات لا . 

۳ - اثبت أن التحويلة coshz‏ = ۷ ترسم الشريحة نصف اللانهائية 5/2 ك ر ك 0 ,0 < ×فوق 
الربع الأول من المستوى المركب « . وضح أجزاء متناظرة من حدود المناطق 

. والدورانات والانتقالات‎ « = sinz س بدلالة التحويلة‎ = cosh 2 عبر عن التحويلة‎ - ١4 

. ائبت أن التحويلة 51022 = س ترسم المنطقة 0 < بر ,2/2 ك + 5 0 فوق المنطقة 0 < م‎ - ٠٠ 
. وبين الأجزاء المتعاظرة من الحدود‎ 

—n/2SxSn/2, y20 ترسم الشريحة نصف اللانهائية‎ « = (sin 24 اثبت أن التحويلة‎ - ١ 
وبين الأجزاء‎ ٠ ٠=» فوق جزء الربع الأول من المستوى الم ركب « الواقع تحت الخط‎ 
. المتداظرة من الحدود‎ 

۷ - ائبت أن التحويلة الخطية الكسرية (1 +2-1(/)2) = 2 ترسم محور الاحدائيات «فوق 
محور الاحداثيات ‏ » وترسم القطعة المستقيمة y=0‏ ,1 > + >-1- الواقعة على محور 
السينات فوق النصف السالب من محور الاحداثيات × » وترسم كذلك نصفى 
المستويين y<0‏ “ 0 < بر فوق نصفى المستويين ۲>۰ « ۲<0 على الترتيب . 
اثبت أنه › بإستخدام الفرع الأساسى › فإن الدالة الحصلة 


waz “(5 1/2 
2+ 1 


ترسم المستوى المركب 2 › عدا القطعة المستقيمة 0= ر ,1 5 × > 1- الواقعة على محور 
السينات »› فوق نصف المستوى 0<» .ر قارن ذلك بتمرين (VY)‏ من بند COPY)‏ 
VA‏ - باستخدام الصورة القطبية للعدد المركب z‏ إثبت أن التحويلة 
1 
w=z+-‏ 
2 
ترسم كل من النصف العلوى والنصف السفلى من الدائرة 1 r=‏ فوق القطعة المستقيمة 


—2Su82,0=0. 


AY.‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
ET‏ اثبت أن التحويلة weztlfz‏ ترسم الدائرة rac‏ فوق القطع الناقص 


1 1 
u (c+ 2) cose 5 o = (e) sine. 
e 3 


(VY) تحقق من صحة الصورة الناتجة بالراسم 1/2 +2 -:« للمنطقة الموضحة بشكل‎ - ٠ 
. )۲( من ملحق‎ 
بدلالة التحويلات‎ w = cosh z صف التحويلة‎ - ۹ 


1 1 
Z=e, w=3(z+3): 


Integrals التكامللات‎ 


يمكن للقارىء أن ينتقل مباشرة لدراسة الباب الثامن مستكملا بذلك دراسته 
للرواسم وتطبيقاتها على المسائل الفيزيائية . وقد يبدو طبيعيا أن نقدم هنا أولا مادة الباب 
الثامن على أسإس tal‏ قد استكملنا فى الباب الرابع دراسة الرواسم بيستخدام الدوال 
البسيطة . إلا أنه ae‏ بنا أن ننوه هنا بأننا لم نبرهن بعد اتصال المشتقات الجزئية الأولى 
والثانية لمركبتى دالة تحليلية » وهو أمر لازم لاستكمال استيعاب مادة الباب الثامن . 
وعليه فإذا قرر القارىء أن ينتقل مباشرة لدراسة الباب الثامن » فإنه يتعين عليه افتراض 
صحة اتصال الدوال التى أشرنا إليها OW‏ » وهى حقيقة سنحتاجها هنا فى برهنة بعض 
النظريات الخاصة بالتكامل . 
ونؤكد أن التكاملات تعتبر أداة هامة للغايةف دراسة دوال المتغير المركب . ومن 


ناحية أخرى فإن « نظرية التكامل Theory of integration‏ ( تتميز Js‏ رياضى خاص 
بها » وذلك OY‏ النظريات عموما ما تكون قوية وموجزة الصياغة وذات براهين بسيطة 
فى نفس الوقت . وعلى أية حال فإن « نظرية التكامل » تتميز أيضا We‏ من 
استخدامات واسعة فى الرياضيات التطبيقية . 


Definite Integrals 5944) ؟؛ - التكاملات‎ 

حتى يمكن تعريف تكامل دالة fie)‏ بطريقة بسيطة نوعا ماء نعرف أولا التكامل 
امحدد لدالة ۴ al‏ حقيقى t‏ وذات قم مركبة . لنكتب 
F(t) = U( + iV) (aStsb). (\)‏ 

حيث كل من VU‏ دالة حقيقية متصلة قطعة قطعة Piecewise continuous‏ ) أحياناً 
يقال ها متصلة اتصالا قطعيا (Sectionally continuous‏ فى t‏ على فترة محدودة ومغلقة 
6 >». ومعنى هذا أن كلا من الدالتين دالة حقيقية متصلة على الفترة المعطاة » 


WY‏ المتغيرات ASL!‏ وتطبيقات 


اللهم الا فيما عند ote‏ محدود من نقاط الفترة مع مراعاة أنه رغم أن الدالة غير متصلة 
عند أى من هذه النقط إلا أن ها نهايات يمنى ويسرى هناك و بطبيعة الحال فعند النقطة a‏ 
فإننا نتطلب وجود نهاية يمنى فقط لكل من الدالتين بيغا عند b‏ نتطلب وجود ale‏ 
يسرى لكل مهما . فى هذه الحالة نقول إن الدالة م متصلة قطعة قطعة ر أو متصلة 
اتصالا قطعيا ) ونعرف التكامل الحدد للدالة ۴ على الفترة م >> بدلالة تكاملين 
محددين من النوع الذى يصادفنا فى حساب التكامل لدوال حقيقية لمتغيرات حقيقية : 
[roa = f u(D at + i f vod. a)‏ 

نعلم أن الشروط المعطاة أعلاه على الدوال VU‏ كافية لضمان ونجود تكاملاتهما . 
التكامل Improper integral fall‏ لدالة F‏ معرفة على فترة غير محدودة يمكن تعر يفه 
بطريقة مشاببة » ويكون له وجود إذا كانت التكاملات المعتلة لكل من لاءلا تقاربية . 

من تعر يف (۲) ad‏ أن 

۵ 0 
]م‎ F(D dt =f Rel F(0] dt. (۳) 
بالإضافة إلى ذلك فإنه لكل عدد مركب ثابت ر + ,ےر يكون‎ 
6 b 
for at= f eiU =e) dt +i f ea U + eV) at 


8 6 
6 + iea(f Udt+if vat); 
أى أن‎ 
6 b 

if yF(D dt = y | FQ dt. (¢) 

والقواعد مثل قاعدة تكامل مجموع دالتين أو قاعدة تغيير حدود التكامل هى أيضاً 
متحققة هنا مثلما هى متحققة فى نظرية الدوال الحقيقية للمتغير 1 . 

وللحصول على خاصية أساسية أخرى سنفترض أن قيمة التكامل (۲) عدد مركب 
لا يساوى صفرا . إذا كان مه مقياس هذا العدد » ,6 سعة له فإن 


roe” = fF dt. 5 
تعطى بالمعادلة‎ rg Ob (£) باستخدام‎ 


035 f e or dt. 
لاحظ أن كلا من طرف هذه المعادلة عدد حقيقى » وعليه فإن الخاصية (۳) تسمح لنا‎ 
نكتب‎ ob 
ro= f Re (e7 °F) dt. (>) 


are التكاملات‎ 


لكر 


3 


نأا = Re (e7 °F) > |e F| = le | |F]‏ 
وعليه فإن 
f۴1 dt,‏ كم 
وذلك بشرط أن acd OS‏ وهذا يعنى أن 
6 عم a‏ اهعار] د (roa)‏ 
واضح أن هذه المتباينة صحيحة أيضاً عندما تكون قيمة التكامل فى الطرف الأيسر هذه 
المتباينة مساوية للصفر . 
بإجراء تعديلات طفيفة ثانوية فى المناقشة السابقة » يمكننا الحصول على متباينات 
مثل 
f IFO at‏ ك [Fo a‏ | 
بشرط تحقق وجود كل من التكاملين 
Contours’ BUS! - €۳‏ 
سنعرف الآن بعض المنحنيات الخاصة والمناسبة لدراسة تكاملات دالة fea)‏ لمتغير 
مركب . 
يقال لفئة من النقط (و,») = z‏ ف المستوى المر کب bel‏ تشكل قوسا ۸١‏ إذا كانت 
x= x), y=y(t) (aStsb) (‘)‏ 
حيث كل من yin, x0‏ دالة متصلة فى البارامتر الحقيقى ٠‏ . وهذا التعريف يعطى لنا 
راما متصلا من الفترة 6 ك ؛ ك © إلى المستوى ny‏ وترتب صور نقط الفترة بحسب زيادة 
قم ) . ويكون من PAL‏ وصف نقط قوس © بالمعادلة 
x(t) + HH) (aStSb), 002‏ = 2)0 دع 
ونصطلح على القول بأن 2)0 متصلة إذا كان كل من 0)× y(t),‏ متصلة . 
يقال للقوس © أنه قرس بسيط simple arc‏ ( أو قوس پجوردان (Jordan are‏ فى 
حالة إذا لم يقطع القوس نفسه ؛ أى أن © يكون قوسا بسيطا إذا كان ا ty‏ يستلزم 
(2) »)2 . وإذا حدث وكانت 202 × Wh atp‏ ه > a > ty > ty‏ وكان 
2(a) = z(b)‏ فإننا نقو of J‏ © منحنى مغلق S imple closed curve bı‏ أومنحنى جو ردان 
Jordan curve‏ . الخط المضلعى 
اللغرى والمعنى الرياضى للكلمة . 


1 المنغيرات المركبة وتطبيقات 


t+it OsSrsD, 
t+i (lst s2), 00 


والذى يتكون من قطعة مستقيمة من © إلى 1+1 متبوعة بأخرى من 1+1 إلى 2+1 
يعطينا مثالا لقوس بسيط » بينا تعطينا دائرة الوحدة 
)£( 25 ك ؛ ك5 0 2(t) = cost + isin t‏ 
التى مركزها نقطة الأصل مثالا لمنحنى مغلق بسيط . 

يقال للدالة المركبة (2)0 والمعطاة با معادلة (۲) أا دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للبارامتر 
الحقيقى ٠‏ إذا كانت كل من yn, xo‏ دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير ) . وتعرف 
المشتقة (ء (أو apna‏ ) كلاق 
(aStsb). (°)‏ 0)خرذ Z()=x(t)+‏ 

و بطبيعة الحال فإن مشتقة كل من الدالتين 0)« yy,‏ عند نقطتى النهايتين t=b,t =a‏ 
يقصد بها المشتقتان ابمنى واليسرى عند هاتين النقطتين على التعاقب . 

القوس »© المعطى بالمعادلة (؟) يقال له قوسا أملسا arc‏ 0امهمم8 إذا كانت المشتقة 

)2 لها وجود ومتصلة على الفترة asics‏ وبشرط أن تكون 60و20 على 
طول الفترة . إذا كان 0-0 عند نقطة ما ) Ob‏ المتجه iy)‏ = ()'يكون عموديا ؛ 
أما إذا كان 0 )د فإن ميل المتجه 2)0 يساوى ‏ ()«/0”ر وهذا 
بدوره يساوى ميل المماس dy/dx‏ للقوس © عند النقطة المناظرة للبارامتر ) ؛ وعليه 
Ob‏ زاوية ميل المماس عند هذه النقطة هى 00 arg‏ وحيث أن .7)0 متصلة فى 
الفترة 6>/>8 فإننا نستخلص أن المماس لأى قوس أملس ينعطف عليه بشكل 


z(t) = { 


على ضوء المتطابقة 
l2(D| = JOP + (DF,‏ 

يمكننا التعبير عن طول قوس أملس بالصيغة 
L=f 170| dt. (ad)‏ 

يكون من المفيد هنا معرفة مدى التغير فى الصيغة )1( التى تمثل حسب تعريفنا 
طول القوس »© » إذا ما أحدثنا تغييراً فى feat‏ البارامترى للقوس © . وسيتبين القارئء 
أن العدد .5 المعطى بالصيغة (1) لا تتغير قيمته فى الحالة الحامة التى سنتناولها فيما بى 
والمعطاة بالتغيير (۷) للتمثيل البارامترى © وتحت الشروط المعطاة . لتوضيح ذلك نفرض 


٤ 
.ان‎ 


\Yo التكاملات‎ 


t= $(r) (Sr > 4( (۷)‏ 
Le‏ م دالة حقيقية ترسم الفترة 4> إكء فوق الفترة 5458© . وسنفرض 
أن م دالة متصلة ذات مشتقة متصلة . وسنفرض كذلك أن 0<( cr JSS‏ 
وهذا يكفل لنا ازدياد ) بازدياد ۽ » بمعنى أن 4 دالة تزايدية . نلاحظ أنه على ضوء 

المعادلة (۷) تصبح الصيغة (5) لطول القوس على الصورة 

L= f IMN ar. 

ومن ناحية أخرى فالمثيل البارامترى الجديد للقوس © هو 

z= Z(r) = 219) E) 0 

من ذلك » فضلا عن نتيجة تمرين )1 من هذا البند نحصل على 


L=f Iz) dr. 


< وهذا يبين أن العدد .1 المعطى بصيغة (5) يظل ثابتا لا يتغير إذا ما استخدمنا مثل هذا 
التغيير (۷) فى اليل البارامترى للقوس © . 

يقال لقوس مكون من عدد محدود من الأقواس الملساء المتصلة بعضها ببعض dale‏ 
بباية كفاف Contour‏ أو قرس أملس قطعة قطعة Piecewise smooth arc‏ ¢ وإذا مثلت 
المعادلة (؟) كفافا فإن كلا من yn, x‏ تكون دالة متصلة لها مشتقة أولى متصلة قطعة 
قطعة . وعلى سبيل المثال فالخظ المضلعى )٣(‏ مثال لكفاف . إذا كانت gt)‏ نفس 
القيمة عندنقطتى البداية والنهاية وكانت قيمها مختلفة عند أى نقطتين أخريين فإننا نقول 
للكفاف © انه كفاف مغلق بسيط Simple closed contour‏ . وكأمثلة عل ذلك نذكر 
الدائرة (4) وكذلك حدود مثلث أو مستطيل مأخوذ فى اتجاه دورانى محدد . طول 
كفاف ماء أو كفاف مغلق بسيط » هو مجموع أطوال الأقواس الملساء التى يتكون منها 
الكفاف . 


يزامل أى منحنى مغلق بسيط » أو SUS‏ مغلق بسيط » © نطاقين تكون نقط © 
هى فة النقط الحدية لكل منما » وأحد هذين النطاقين محدود ويقال له النطاق الداخلى 
للمنحنى أو الكفاف oC‏ بينا يكون النطاق الآخر غير محدود ويطلق عليه النطاق 
الخارجى للمنحنى أو الكفاف © ( بطريقة أخرى النطاق الداخلى هو داخلية المنحنى أو 
الكفاف » فى حين يكون النطاق الخارجى هو خارجية المنحنئ أو الكفاف ) . ورغم 
أن هذه الحقيقة يمكن قبول التوضيح الهندسى لها » إلا أن برهانها ليس سهلا . وعلى أية 


۳۹ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حال سيكون من ال ملام لنا قبول هذه الحقيقة والمعروفة بنظرية المنحنى پجوردان 


2 سے‎ cars [er dt (Rez >0) ب‎ fo eae i 
ae msi. asf an) 


الأجوبة V2 440 —-1/V2) dys‏ رب 1/2 ؛ رج “من 
؟ - برهن أنه إذا كانت ۴ دالة من النوع )١(‏ لبند (47) فإن 
f Fond = "F(ab.‏ 


۳ - إذا كان nym‏ أعداداً صحيحة » برهن أن 


Re “ماسح اساي‎ df — i" (n # n), 
03 27 (m =n). 


٤‏ - لتکن F‏ دالة ذات قم مركبة ومتصلة فى t‏ ومعرفة على tsb‏ ك م . اعط مثالا تبين فيه 
أنه لا dey‏ عدد حقيقى » بين Cat bya‏ يكون )5 (bea)‏ مساويا للتكامل المحدد للدالة 
على هذه الفترة ؛ ومن ثم استنتج أن نظرية القيمة المتوسطة للتكامل المعروفة فى مبادىء 


علم التكامل غير قابلة للتطبيق هنا لمثل هذه الدوال . 
اقتراح : استخدم حالة خاصة لنتيجة تمرين (”) . 


ه - لتكن (0 + () -(0)/ دالة ذات قم مر كبة لمتغير حقيقى ) ومتصلة قطعة قطعة على 
الفترة م > > .برهن أنه إذا كانت FQ) = ])( + iV)‏ دالة بحيث WF) =f)‏ 


f ® (0) dt = F() — F(a). 
. (EM) استنبط الصيغة (8) لبند‎ - 5 
+[()ه]< = )20 ثم طبق قاعدة السلسلة للدوال الحقيقية‎ DIG) اقترا اح : اعتبر الدالة‎ 


۷ - لتكن الدالة ٤ xt) = x(t) + I(t)‏ حيث ke ¢ agtsb‏ لقوس 
أملس ولتكن كل قيمة من قم الدالة واقعة فى نطاق تعريف دالة تحليلية (2)] WH‏ . برهن أنه 


إذا کان [()2]/= Ww)‏ ()[(0)ء] =f‏ رس 


اقتراح : اعتبر Dt‏ [()س,(/)ح]مة + W(t) = ule), WO]‏ ثم طبق قاعدة السلسلة 


فى حساب التفاضل لمتغيرات حقيقية . 


. فى آخر الكتاب‎ )١( المذكور فى ملحق‎ Thron لمؤلف ثرون‎ )١( انظر بند‎ )١( 


التكاملات يف 
££ - التكاملات الخطية Line Integrals‏ 
نعرف الآن التكامل المحدد لدالة ۴ لمتغير مركب #وذات قم مركبة » ويعرف هذا 
التكامل بدلالة قم )4 على طول GUS‏ معطى © ممتد من النقطة د إلى النقطة 
مء فالمستوى المركب ؛ وهذا هو سبب تسميته بالتكامل الخطى . وقيمة هذا 
التكامل تتوقف عموما على الكفاف © وفى نفس الوقت على الدالة 6 » ومثل هذا 
التكامل يكتب على الصورة 
A ‘‏ 
[soa‏ أو ff@a‏ 
والتدوين الثانى ( الأيسر ) عادة ما يستخدم عندما تكون قيمة التكامل لا تعتمد على 
اختيار الكفاف المرسوم بين نقطتى النباية . وبيها يمكن تعريف التكامل الخطى مباشرة 
على أنه cg pe tly‏ إلا أننا نفضل هنا تعريفه بدلالة تكامل محدد من النوع الذى 
عرفناه فى بند )٤۲(‏ . 
ليكن © كفافا معرفا بالمعادلة 
z() = x() + 9) (@st<b) ١ QO)‏ 
وممتدا من النقطة (2)0 = » إلى النقطة B= 2b)‏ . ولتكن Fa) = ulxy) + ivix,y)‏ دالة 
متضلة اتصالا قطعيا على © » وهذا يعنى أن الجزئين الحقيقى والتخيل 
o[x(), y(0] 3 ulx(é), xO]‏ 
للدالة [()ع]ر دالتان متصلتان اتصالا قطعيا فى . نعرف التكامل الخطى للدالة ؛ على 
طول © BE‏ : 
زفق [f@az= [ptzconeo at.‏ 
وحيث أن « 3 
Jlz(D]z2'(D = {ufx(D,y(9] + tole), POD EO + yO),‏ 
فإن تعريف )1( يمكن كتابته بدلالة تكاملات لدوال حقيقية لمتغير حقيقى . ووفقاً 
لتعبيرنا )1( بند )£1( فإن هذا يعنى 
fs@ dz = fu’ — vy) dt + i fox’ + uy’) dt. (%)‏ 
a a‏ 2 
وحيث أن © Gus‏ » فإننا نلاحظ أن الدالتين x‏ و ر ب LE‏ كالدالتين سر» » دالتان 
متصلتان اتصالا قطعيا فى ot‏ ومن ثم فإن تكامل الطرف الأيمن للمعادلة )1( هما 
وجود 6 ما يكفل لنا وجود التكامل المعرف an we)‏ . 
وبدلالة تكاملات خطية لدوال حقيقية لمتغيرين حقيقيين » فإننا نحصل على 


AYA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


[f@ 42 = | udx—vay + if pax + u dy. (8)‏ 
لاحظ أن التعبير (4) يمكن كتابته إذا اصطلحنا اصطلاحا شكليا على ابدال ۴ بالمقدار 
iv‏ + ص وهل بالمقدار dx + i dy‏ وفك حاصل الضرب ( کا لو كان ضرب أعداداً 

مركبة ) . 
سنتفق - مالم ينص على حلاف ذلك - على أن مسارات التكامل هى كفافات وعلى 

أن المكاملات دوال متصلة اتصالا قطعيا على هذه الكفافات . 
الكفاف © ف (۲) يزامله GUS‏ آخر © - والذى يتكون من نفس نقط الكفاف © 
مع عكس ترتيب هذه النقط » بمعنى أن الكفاف الجديد يمتد من 8 إلى .ه CUS.‏ 

تصفه المعادلة 0 -)2 = حيث .م > , > م- . ومن ثم 
at,‏ [-)2-][ و )مال j s@az=f‏ 
-c -b‏ 
حيث مج ترمز لمشتقة 2)0 بالنسبة للمتغير ) عند النقطة ؛ - . و باستبدال مناسب 
للمتغير » فى تكامل الطرف الأيمن هذه العلاقة ( انظر تمرين بند (EY)‏ نتبين أن 
عه )7 | f@de=-‏ [ 
نشير الآن إلى ثلاث خواص أخرى للتكامل الخطى والتى يمكن الحصول عليها بشكل 


مباشر من أحد التعبيرين (۲) أو (©) . وبالتحديد 


J az =» f fede, 0 

لأى عدد مركب ثابت و مدقو 
dz. ™)‏ هاو | + gel dz =f f(2) az‏ + هالا ل 
2 2 2 


ومن ناحية أخرى إذا كان الكفاف © يتكون من كفافين أحدهما ,© من به إلى By‏ 
Puy‏ و من ايه إلى 82 حيث ر» = ,8 فإن 
f f(z)dz = f f(2) dz + J f(2) dz. (A)‏ 
c Cı Cz‏ 
ووفقا للتعريف )١(‏ أعلاه واتساقا مع الخاصية )1( بند (47)نجد أن 


bo 
(maz) > زه تمسر اذ‎ at 
Cc a 


وعليه فإنه لأى ثابت 84 محقق للمتباينة ‏ 4 ك|()/| COUN Jor GY‏ يكون 


<M i) ° 29| dt. 


| OLE 


sya التكاملات‎ 


الآن التكامل المعطى على يمين هذه المتباينة يمثل طول الكفاف .1 . وتأسيسا على ذلك 
فإن مقياس قيمة تكامل ۴ على امتداد© لا تتعدى sh ML‏ أن 
(A)‏ سآلا > عه هاي ]| 
وبطبيعة Ob JULI‏ التساوى يكون مستبعدا فى هذه المتباينة إذا حدث وكان 
عبد > || جميع النقط 2 على © . 
ويجب أن نراعى جيدا أن مثل هذا العدد 86 الوارد فى المتباينة (A)‏ » له وجود Lists‏ 


Jel‏ الأقواس والدوال التى نتناولها هنا . ولتوضيح ذلك نفرض أن ۲ دالة معرفة على 
قوس © . المتطابقة 


(aSt Sb)‏ الم)عامرا = هارا 

صحيحة طلما كانت z‏ على © . فإذا افترضنا بالاضافة إلى ذلك أن ؛ متصلة فوق © » 
فإن |[2)0]/| تمثل بالتالى دالة حقيقية متصلة على فترة مغلقة محدودة » ومثل هذه الدالة 
ها قيمة عظمى على هذه pill‏ 5 . هذه الملاحظات يمكننا الآن تعميمها مباشرة لتشمل 
الحالة التى تكون فيها ۴ متصلة اتصالا قطعيا على © . 

نلاحظ أن قيمة التكامل الخطى لا تتغير إذا أحدثنا تغييراً على غرار التغيير المعطى 
بمعادلة (۷) بند (ET)‏ فى التمثيل البارامترى للكفاف المحسوب التكامل على امتداده . 
ولتبين ذلك نكتب التكاملات فى الطرف الاين من معادلة (۳) بدلالة البارامتر for‏ 
نستخدم الطريقة المتبعة فى بند )47( لإثبات عدم تغير طول القوس . 

نعلم من مبادىء علم التكامل أن التكاملات المحددة يمكن تفسيرها أحياناً على أنها 
طريقة لحساب المساحات ( فى الواقع يمكن استخدامها كتعريف للمساحة ) وذلك 
بالإضافة إلى تفسيرات أخرى لمفهوم التكامل المحدد . أما بالنسبة للتكامل فى المستوى 
المركب فإنه لا توجد - اللهم إلا فى حالات خاصة - تفسيرات هندسية أو فيزيائية 
مناظرة مفيدة . ورغم ذلك - LATE‏ من قبل-فإن لنظرية التكامل فى المستوى المركب 
تطبيقات هامة ملحوظة فى الرياضيات البحتة والتطبيقية سواء . 


: هع - أمثلة Examples‏ 


Les‏ نحسب الآن قيمة التكامل 


)1( انظر على سيل الخال كتاب Adranced Calcvius”’‏ ““ تأليف تايلور ومان A.E. Taylor, W.R.‏ 
Mann‏ الطبعة الثانية ص ١915255 - ٩۲‏ 


‘iv.‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
dz‏ 22 1 = 


فى الحالة التى يكون فيها Cy‏ هو القطعة المستقيمة 08 من 2-0 إلى +2-2 
( شكل (۳۷) ) . لاحظ أن نقط Cy‏ تقع على الخط المستقم 29 = × ؛ وعليه إذا 
استخدمنا y‏ كبارامتر فإن المعادلة البارامترية للكفاف تكون 

2(y) = 2y + iy (sSyS)}). 
على الصورة‎ (Cy كتابة المكامل 22 ( على‎ Lal ويمكن‎ 


2? = x? — y? + i2xy = By? + ر‎ 


وعليه فإن 
1 
ii (3y? + idy)(2 + i) dy‏ = 
0 
1 
ate‏ + 4د برك تبر | (1 + 41()2 + 3( = 
0 
نأخذ الآن مساراً آخر © للتكامل » ألا وهو OAB GUS‏ المبین فى شكل (۳۷) . 
فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل 


= | dz= a dz+ ر‎ dz. 


كمعادلة بارامترية للقوس OA‏ نأخذ(2 ك × ك 0) × = y2(x)‏ كمعادلة بارامترية للقوس AB‏ 


deb‏ .1 کرک 0) نز +27(=2 إذن 


2 1 
i= [= dx + fe + iyi dy 


pee Di 2 if ب د أرق د‎ tdi 
= چ‎ +1 | @-ydy44if yay = د + چ‎ 
0 0 


التكاملات 1۳1 


يتصادف فى حالتنا هذه أن معادلة الكفاف 048 يمكن كتابتها على الصورة 

t Sts2), 

+0513 »و =0 
لاحظ أن را = 12 ؛ وعليه فإن تكامل 22 على الكفاف البسيط المغلق 0480 هو 
« = 12-1 وسنرى بعد قليل of‏ ذلك صحيح OY‏ المكامل 2 دالة تحليلية داخل 
الكفاف وعليه ( أى لجميع نقاط الكفاف © وداخليته ) 

و كمثال ثالث ستعتبر المكامل المعرف بالدالة 
J(2) =2,‏ 

ونأخذ النصف الأعل للدائرة 1= || من + ع إلى 1ء كمسار قت للتكامل 
) شكل (TA)‏ ) . و كمعادلة بارامترية للكفاف و©  cos 8+ isin 0 AL‏ =)2(0 
5 


3S 
2(6) =e” OSO0Sn). 


(A) فشكل‎ 


إذن 
dz= - fei 48 = ~i.‏ تي ]- I= fz dz=‏ 

التكامل Ig‏ بين نفس النقطتين على طول نصف الدائرة السفلى Cq‏ والممثل بالمعادلة 
=e” (nS 0S 2n),‏ )0( 

يمكن حسابه مباشرة 


2# 
l= يي‎ dz= f e ie d0 = ri. 


لاحظ أن et‏ وبأن التكامل م1 حول الدائرة © بأكملها وفى اتجاه مضاد لعقرب 


الساعة لا يساوى صفرا : 
ri‏ = 1 ,1 دعه 3 | = le‏ 


إذا كانت 2 نقطة على دائرة الوحدة © فإن 


wr‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
ale‏ فإن الدوال المكاملة فى التكاملات ,ها ,و1 وز يمكن استبداها بالدالة 1/2«و على وجه 
التخصيص » 4 
1 2 
م - le = fF‏ 
وكمثال أخير » ليكن الكفاف و٤‏ هو القطعة المستقيمة من z=:‏ إلى ٠2-1.‏ 
بدون حساب التكامل 


Leo‏ نوجد حدًا أعلى لقيمته المطلقة . مسار التكامل هو قطعة من المستقم 
وعليه » إذا كانت 2 نقطة على و0 » فإك 


yol-x 


y?? = fe? + )1 — [= (28? - 2x + 1‏ + ?= |24| 
وهذا يعنى أن 
,24 42+12 - م)2] = |z*]‏ 
وذلك لأن 42<0->) . وتبعا لذلك Ob‏ لكل 2 على Cs‏ 


585 
وحيث أن طول Cs‏ يساوى 2 » فبوضح 4 = GM‏ المتباينة (9) بند )££( 
صل عل 
ls] s 4/2.‏ 
تمارين 
لكل قوس © ولكل دالة ؛ فى اتمارين من ١‏ إلى © اوجد قيمة التكامل 


[sod 

وذلك بعد التأكد من أن © GUS‏ وبأن ؟ متصلة قطعة قطعة على © 
4 — نتير3- ير برد هر و C‏ 

)1( القطعة المستقيمة من مدع إلى 2-147 

(ب) يتكون من قطعتين مستقيمتين إحداهمامن 20م إلى rai‏ والأخرى 

sz=1ti إلى‎ zi من‎ 

الأجوبة : إلى م-1 ؛ هسم 1-29/2. 
YF‏ — جز + مح )ررح 

)1( نصف الدائرة (7 2603565 -2؛ 

(ب) نصف الدائرة (27 > 0 > ج) 20 دع ؛ 

(ج) نصف الدائرة د 8> ج-) “م2 -ع. 


wr التكاملات‎ 


الأجوبة : ر يوج جه لواصم ,472 ب لج ايء 


۳ 


١ 


۱۹ 


fe z-1‏ و © هو القوس من 2=0 إلى z=2‏ والذى يتكون من 
(أ) نصف الدائرة رم د660-8م اديع 
(ب) القطعة المستقيمة 0= بر,2 > + OS‏ من الحور الحقيقى ( السينات ) 
الأجوبة : (أ) صفر ؛ (ب) صفر 
المنحنى © من .1 z=‏ إلى 2=l+i‏ بمحاذاة المنحنى y=x?‏ و 
,»0>0 2 
(y< 0(.‏ 1 
الإجابة : ,243 
)م و © هوالقوس من 2-7 إلى 2-1 والمكون من 
ر( القطعة المستقيمة الواصلة بين هاتين النقطتين › 
(ب) القطعتين المستقيمتين إحداهامن نج -: إلى z=0‏ والأخرى من 2=0 


d!‏ 1[عدج. 
الأجوبة : tte hh‏ ؛ tte wm‏ 
احسب قيمة التكامل fama‏ 
€ 


حيث num‏ أعداداً صحيحة و © الدائرة jz]=1‏ فى مسار مضاد لاتجاه عقرب الساعة 
( انظر تمرين (۳) بند )٤۳(‏ ) 
اثبت أنه إذا كان © هو be‏ المربع الذى رؤوسه هى النقط :+2=1,2=1 ,2=0, 
زج وف مسار مضاد لاتجاه عقرب الساعة فإن 
[G+ Da =o.‏ 
احسب قيمة التكامل SY‏ على نفس كفاف المرين السابق 
exp (nay az.‏ | 
الإجابة : (4)62-1. 
احسب التكامل و1 فى بند )£0( مستخدما القثيل البارامترى SW‏ للكفاف Cz‏ 
iV 2 (-1 S11).‏ بع ع راج 
ليكن © هو قوس الدائرة 2-|2| من 2-2 إلى 2-2 والواقع فى الربع الأول 
من المستوى . بدون حساب التكامل ‏ اثبت أن 
Biel‏ ا 
cz2+1|7 3° 5‏ 
اثبت أنه إذا كان © هو محيط المنلث الذى رؤوسه هى النقط 2-0 -4١‏ =2 2-3 
وكان مسار © مضادا لاتجاه عقرب الساعة ١‏ فإن 
هدزءه-» ]| 


ré‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
VY‏ - ليكن © هو الدائرة || موجها فى اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة وحيث 


R>1‏ . برهن أن 
aw+LogR‏ 
R‏ 


[Ae «| < 2r 


ومن ثم بين أن قيمة التكامل تؤول إلى الصفر عندما تؤول 8 إلى د . 
۴ - بكتابة التكامل بدلالة تكاملات لدوال ذات قم حقيقية pick‏ حقيقى اثبت أن 
[le-s-‏ 
وذلك عندما يكون مسار التكامل من z=»‏ إلى 2-8 : 
(أ) قوسا أملسا؛ (ب) BUS‏ 


14 - اثبت أن 5 
ف 22[ 
وذلك ie‏ يكون مسار التكامل من 5-6 إلى 2-8 : 
hy‏ قوس أملس ؛ (ب) كفاف 
۵ - اثبت أنه إذا كان © هو الدائرة 
roe" )0 > 8 > 2,‏ = وج Z—‏ 
موجها فى اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة وكانت ۲ متصلة على ,ع فإن 
if f(z) dz = of feo + roe')e' dé.‏ 
fo 0‏ 
5 - استخلص النتائج الخاصة التالية من نتيجة تمرين )٠١(‏ 
de =0 (n= +1, £2,...).‏ تعمج م | د 2 f‏ 
€9Z— Zo Co‏ 


£4 ~ نظرية es‏ — جورسأة The Cauchy-Goursat Theorem‏ 
لنفرض أن الدالتين الحقيقيتين Oley)‏ و Ply)‏ فضلا عن مشتقاتهما الجزئية الأولى 
دوال متصلة لجميع نقط منطقة مغلقة ۴ مكونة من جميع النقط داخل وعلى كفاف 
مغلق بسيط © . وسنعتبر أن الاتجاه الدورانى للكفاف هو الاتجاه الموجب Positive sense‏ 
( أى ف اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة ) وذلك حتى OSG‏ النقط الداخلية للمنطقة 
R‏ واقعة على يسار © . ووفقا لنظرية جرين Green’s theorem‏ للتكامل الخطی فى حساب 

التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية يكون 
dx + Q dy = fee ~ Py) dx dy.‏ م 


نعتير الآن أن الدالة 
ulx,y) + io(x,y) 3‏ = (2)ر 


دالة تحليلية لجميع نقط مثل هذه المنطقة ۴ فى المستوى 2 . وسنفرض بالاضافة إلى ذلك 


o التكاملات‎ 


أن p(y‏ متصلة هناك . المركبات vu‏ فضلا عن مشتقاتها الجزئية الأولى هى بالتالى 
دوال متصلة فى 8 ؛ مما ome‏ 
u ax - ody = — ff e+) ax dy,‏ 
oj) dx dy.‏ = ما dx + u dy = ff‏ ,| 
Jes‏ ضوء معادلتى كوشى - ريمان » فإن مكامل كل من هذين التكاملين الثنائيين 
يكون مساويا للصفر عند كل نقطة من نقط lad gg > R‏ للمعادلة )4( بند (8k)‏ 6« فإن 
التكاملات الخطية على يسار المعادلتين السابقتين أعلاه تمثلان الجزآن الحقيقى والتخيل 
على التوالمى لقيمة التكامل ()۴ حول © . وعليه فإننا fad‏ على النتيجة التالية : 
ff@a=0‏ 
cC‏ 
التى توصل إليها كوشى فى بداية القرن الماضى . 
و كأمثلة بسيطة نلاحظ أنه إذا كان © كفافا مغلقاً بسيطا فإن 
fz4z=0, jz dz=0‏ 0دعه | 
c 03 3 5‏ 
وذلك لان الدوال 2 ,1,2 دوال شاملة ومشتقاتها متصلة لجميع النقط . 
لقد کان جورساہ ۱۹۳١ — NASA ( E. Goursat‏ ) هو أول من برهن إمكانية 
إسقاط شرط اتصال (2)”/ . واستبعاد شرط الاتصال هذا هام . وإحدى النتائج - على 
سبيل المثال - هى أن مشتقات الدوال التحليلية هى أيضاً تحليلية . النظرية التالية والتى 
يطلق ale‏ نظرية كوشى — جورساه Cauchy-Goursat theorem‏ هى الصورة المعدلة 


لنظرية كوشى 
نظرية : إذا كانت ۲ دالة تحليلية عند جميع النقاط داخل وعلى GUS‏ مغلق بسيط 
© ء فإن 


0دعة هار 

€ 

سنستعرض برهان هذه النظرية فى البندين التاليين » حيث سنعتير - وحتى نكون 

محددين - أن توجيه مسار ٠هو‏ الاتجاه الموجب . وسيكون أمرأً سهلاً أن نعمم النظرية 

لتشم مسارات أعم مثل الحدود الكاملة لمنطقة محصورة بين دائرتين Gow‏ المر كز . 
/ا؟ — قمهيدية A Preliminary Lemma‏ 

نبدأ بتجزيىء المنطقة ۸ والمكونة من النقاط داخل وعلى © إلى قات جزئية وذلك 

برسم خطوط مستقيمة على أبعاد متساوية وموازية لكل من المحورين الحقيقى والتخيل 


وحيث يكون البعديين أى .خطين متجاورين رأسيين مساويا للبعد بين أى خطين 


۳۹ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


متجاورين أفقيين . وعليه أمكننا تكوين عدداً محدوداً من المناطق الجزئية المربعة المغلقة 
بحيث تنتمى كل نقطة من 8 إلى واحدة على الأقل من هذه المناطق الجزئية . وللسهولة 
سيكون استخدامنا للفظ المربعات مرادفا هذه المناطق الجزئية المربعة المغلقة » مع مراعاة 
أن كلمة مربع سنعنى بها محيط هذا المربع بالاضافة إلى جميع النقاط داخل هذا المربع . 
وإذا حدث وكان أحد هذه المربعات محتويا لنقاط لا تنتمى إلى 8 » فإننا نستبعد هذه 
النقاط ونسمى ما تبقى مربع جزلى . وبهذه الطريقة أمكننا تغطية ©00تالمنطقة ۸ بعدد 
محدود من المربعات والمربعات الجزئية ( شكل (9*) ) » وهذه التغطية للمنطقة ۴ هى 
dass‏ البداية لبرهان التمهيدية التالية : 

تمهيدية : لتكن ۲ دالة تحليلية عند am‏ نقاط منطقة مغلقة R‏ نتكون من النقاط الواقعة 
على أو داخل كفاف مغلق بسيط © . لكل عدد صحيح موجب 8 توجد تغطية للمنطقة 
۸ بعدد محدود (م) من المربعات والمربعات الجزئية بحيث إذا كان ,© هو حدود المربع أو المربع 
الجزنى الذى ترتيبه ز فى هذا التجزبىء للمنطقة 8 ١‏ فإنه توجد نقطة ,2 على أو داخل © 
f(z)‏ (2)ر 


2-2; f(2) | > م‎ (j= 1, 2,...,”) ¢) 


وذلك لجميع ‏ 2 ٠‏ ر2 عر . الواقعة على أو داخل CG;‏ 


شكل (۳۹) 


لنفرض أن الغطاء الذى كوناه قبل ذكر نص المهيدية مباشرة به مربع » أو مربع 
Sie‏ . حدوده © ولا يحنوى مثل هذه النقطة زه التى تعقق المتباينة )١(‏ . إذا كانت 
هذه المنطقة الجزئية مربعاء قسمه إلى أربعة مربعات وذلك برسم القطعتين المستقيمتين 
التى تصل كل منہما منتصفى ضاعين متقابلين من هذا المربع ( شکل (CTA)‏ ؛ وإذا ل 
تكن كذلك - أى كانت مربعا جزئيا - اكمل المربع وقسمه إلى أربعة مربعات متساوية 
بنفس الطريقة ثم استبعد بعد ذلك الأجزاء الواقعة حارج المنطقة ۸ . إذا لم تحوى كل من 


wy التكاملات‎ 


هذه المناطق الجزئية الصغيرة نقطة ر تحقق المتباينة )١(‏ » قسمها بنفس الطريقة 
السابقة إلى مربعات ومربعات جزئية. أصغر » وهكذا . 

بإجراء العمليات السابقة على كل منطقة جزئية - من مناطق التغطية الأصلية للمنطقة 
RET ahs R‏ ل Ge‏ ل 
من هذه الخطوات أن المنطقة ۴۸ قد غطيت بالفعل بمجموعة من المربعات والمربعات 
الجزئية والتى يحقق كل bee‏ المتباينة )١(‏ . وفى هذه الحالة تكون المتباينة قد برهنت . 

نفترض الآن أن استمرارنا لعدد محدود من المرات فى إجراء التقسيمات الجزئية » 
والمشار إليها سابقا » على مربع أو مربع Ge‏ لا يؤدى بنا إلى إيجاد النقطة المطلوبة 

2 لتحقيق المتباينة )١(‏ . إذا كانت هذه المنطقة الجزئية مربعا سنرمز لما بالرمز 
a‏ اما إذا كانت مربعا جزئيا سنعتبر الرمز o‏ دالا على المربع المكمل هذا المربع 
الجزلى . عند تقسيم ه٠‏ إلى أربعة مربعات جزئية بنفس الطريقة . نختار واحداً منها 
لا تحقق أى من نقاطه الواقعة فى # الشرط المطلوب استيفائه للنقطة ,2ت لتحقيق 
المتباينة )1( . هذا المربع الجر له وجود بطبيعة الحال ونرمز له بالرمز ,6. 
إذا اخترنا استدلاليا tian‏ حيث (...,2,! = 6)وسنتفق على اختيار + بأن يكون هو 
أسفل مربع وإلى gail‏ اليسار من المربعات الأربعة التى ينقسم إليها المربع e i-1‏ 
وببذا الأسلوب نكون قد حصلنا على متتابعة لا نبائية 

Fos Ty, و62‎ +005 Tears Oks ee 

من المربعات المتداخلة أو المعششة Nested squares‏ بحيث یکون ٥‏ محتويا للمربع به لجميع 
- 4 ع أنه يمكن بسهولة إثبات ( تمرين VY)‏ بند )+0( أنه توجد نقطة 
0 مشتركة بين جميع هذه المربعات .5 > کا أن كلا من هذه المربعات يكون 
محتويا على نقط RG‏ وواضح من هذا البناء أن هذه المربعات تأخذ فى الصغر كلما 
ازدادت k‏ » وان ol‏ جوار ة>إمع-z|‏ للنقطة م2 يحتوى كل مربع - فى هذه 
المتتابعة - يكون طول قطره أقل من 5 . وهذا يعنى أن كل جوار ة >201 -2| يحتوى 
نقاطا من 8 بخللاف zo‏ » وعليه فإن: 
«#تكونانقطة تراك للمنطقة R‏ بالضروة . وحيث أن ۸ منطقة مغلقةهفإن 2ه لايد 
وأن تكون نقطة منتمية ها . 


ATA‏ المتغيرات الركبة وتطبيقات 


شكل )+8( 
الدالة ۴ ALLE‏ على المنطقة ۸ بأكملها ؛ ومن ثم فإنها تكون AWE‏ عند النقطة 
مه على وجه التخصيص . وبالتالى فإن المشتقة fle)‏ الها وجود. ومن 


تعريف مشتقة الدالة فإنه يوجد لكل عدد موجب م جوار 8>إمج-2| بحيث 


J(2) = F(Z) 


Zz ¬ 20‏ 
لجميع النقط ءءء فى هذا الجوار . ومن ناحية أخرى فإن الجوارة > |20 - 2 |يحتوى 
بالفعل مربع ox‏ طول قطره أقل من م ( شكل (50) ) » وبطبيعة الحال هذا ممكن 
دائما بعل ءا كبيرة كبرا كافيا إذا اقتضت الضرورة . وعليه فإن مجمل المناقشة السابقة 
يعنى أن النقطة مه فى 6# تحقق المتباينة )١(‏ لجميع ± فى 6# والواقعة فى LR‏ 
يناقض ما أدى إليه الفرض بأن المربع ×6 باعتباره أحد مربعات المتتابعة - لا Se‏ 

نقطة فى ۸ تحقق المتباينة Lee )١(‏ التناقض نكون قد أكملنا البرهان . 


6 


— گر‎ )2o( 


Proof of the Cauchy-Goursal Theorem برهان نظرية کوشی - جورسأة‎ - ۸ 


<7 


| [ هي‎ Q) 
لكل عدد موجب (ء وعليه فإننا نخلص إلى أن قيمة التكامل نفسه تساوى الصفر‎ 
إذا أعطينا عددا اختياريا موجبا م فإنه يمكننا على ضوء اتمهيدية المبرهنة فى البند‎ 

السابق تغطية المنطقة R‏ - من المربعات والمر بعات as th‏ حدودها Gj‏ حيث 
fa, 2...‏ والان ES‏ صياغة المتباينة )١(‏ من تمهيدية البند السابق على 
النحو التالى : كل دالة. ١‏ 

£2) - F(z; 5 2 9 

f(z; #2Z;) 
(2)رة‎ =) 27-7; Le Ea 22 

(ره = 2) 0 
معرفة على المربع أو المربع الجزنى الذى ترتيبه فو git‏ المتباينة 
e (v)‏ > |(2)رة| 


التكاملات ۳۹ 


لجميع النقط ۶z‏ فى نطاق تعريفها . لاحظ أن كلا من هذه الدوال دالة متصلة 
عند كل نقطة من نقاط تعريفها 
نلاحظ الآن أن قيمة الدالة ۴ عند أئ نقطة 2 على الحد زع لمربع ( أو مربع جزف ) 
ترتيبه Se j‏ كتابتها على الصورة 
fa) +f (Bz + (2 - 28,2). 0‏ ,2 - (رع)/- Sl)‏ 
إذن فباخذ التكامل حول إن فى اتجاه مضاد لعقرب الساعة فإن النتائج التالية لبندر؟ 4) 
zdz=0,‏ | ,22-0 { 
°C; Cy‏ 
تسمه لنا باستنتاج العلاقة 
عه Qa‏ 
dz. (>)‏ (2)رة(رج - (z‏ =| 
الآن إذا اعتبرنا التكامل فى الطرف الأيسر f= 1,2, . tek‏ ١ء‏ فإننا bet‏ على 
a 1 fQ)dz= J. f(z) dz.‏ 
Nes;‏ التكاملين حول ل الحدود المشتركة لكل زو جين من هذه الناطة قى الجزئية lab‏ 
ان متساويتان و مختلفتان 3 الإإشارة ‘ وذلك عل اعتبار أن اتجاه إجراء التكامل 
بالنسبة لأحد الزوجين وعلى القطعة المستقيمة المشتركة بينهما يكون معاكسا BEY‏ 
إجراء التكامل بالنسبة للزوج الآخر على نفس القطعة المستقيمة المشتركة ( شكل 
(41) ) . وهذا يعنى أن التكاملات المتبقية هى المأخوذة فقط بطول الأقواس التى 
تكون € وهو ما تشير إليه العلاقة السابقة . ومن ذلك ob‏ المعادلة )2( تعطى oN ١‏ 
fs@az = Y f @-2)6@)4z,‏ 
c j=1 °C;‏ 


| J. f(2) dz 


< 1 | | - 2) 6,2) dz |. 


| 


شكل )4( 
دعنا ON‏ نستخدم خاصية )4( بند )££( لنجد حدا أعلى لكل تكامل فى الطرف 
الأيمن للمتباينة (5) . للوصول إلى ذلك تذكر ابتداءاً أن كل G‏ يشل حدود »أو جزءا 
من حدود . مربع كامل . سترمز لطول ضلع هذا المريع أو المربع الجزفى بالرمز زه . ولا 


NG‏ المنغيرات المركبة وتطبيقات 
كان كل من المتغير 2 والنقطة زه ف التكامل الذى رتبته ز للطرف الايمن من المتباينة )1( 
يقع على المربع Cp‏ فإننا نستنتج ان : 
/2s,.‏ ك ار - 2| 
وبذلك ووفقا للمتباينة )7( يتبين لنا أن المكامل الموجود بالطرف الأيمن للمتباينة (5) 


bel cas’ 
يحقق الشرط‎ 


|(z - 2)8,(2)| > رقق/.‎ + (Y) 
إذا كان المسار © مربعا كاملاً فإن طوله يكون ز4 . وتكون المساحة ز4 هذا المربع‎ 
| Je هارقرة‎ ae | > ع ,4/24 = رمفه رمقل‎ (A) 


أما إذا كان حد ز© هو مربع Se‏ فإن طول 3G‏ هذه الحالة لا يتعدى ر2 + رو4 حیٹ 
Lj‏ طول الجرء المشترك بين كل من © ,© . وفى هذه au‏ يكون 
J2 SLje (A)‏ + هرا 4/2 < aê) 4| < 2s, 8(4s; + Lj)‏ ~=( 1 

و 


حيث fees‏ طول alo‏ مربع تختاره بحيث يحتوى بداخله كلا من الكفاف © بأكمله 
وجميع المربعات الأصلية التى استخدمت فى تغطية © ( انظر شكل (41) ) . لاحظ أن 
مجموع المساحات ز4 لا يتعدى 82 . 

إذا كان ا هو طول Lib © GUS‏ نحصل من المتباينات (5) » (۸) » (A)‏ على 

| ا‎ fz) dz | < (4/28 + /2SLe. 

الان إذا تحددت قيمة العدد الحقيقى الموجب » بدقة فإننا - بطبيعة الحال - 
ES‏ مساواة الطرف الأيمن من المتباينة السابقة بأى عدد حقيقى موجب معطى و » 
الأمر الذى يحقق taba‏ (1) . وبهذا الشكل تكون نظرية كوشى - جورساه قد اكدمل 
برهانها . 


Simply and Multiply Connected Domains النطاقات بسيطة ومتعددة الترابط‎ - 8 


يقال لنطاق 8 أنه بسيط الترابط connected‏ واممة5إذا كان كل كفاف مغلق بسيط 
داخل 2 لا يحتوى داخله الانقاط من « . ومثال لنطاق بسيط الترابط هو النطاق 
الداخلى - أى فة جميع النقط الداخلية - لكفاف مغلق بسيط . ومن ناحية أخرى 
فالمنطقة الحلقية الواقعة بين دائرتين متحددى المركز » تعطينا مثالا لنطاق ليس بسيط 
الترابط . وإذا لم يكن النطاق بسيط الترابط فإنه يسمى نطاق متعدد الترابط 


- Multiply connected domain 


ira) التكاملات‎ 


LS‏ لنا الآن صياغة نظرية كوشى - جورساه على الصورة المرادفة البديلة التالية 

إذا كانت ؟ دالة تحليلية لجميع نقاط نطاق بسيط الترابط D‏ فإنه لكلكفاف مغلق بسيط 
© داخل D‏ يكون 
[f@a=0. (.)‏ 

وتجدر الإشارة إلى أنه يمكننا استبدال الكفاف المغلق البسيط فى نص هذه النظرية » 
نظرية كوشى - جورساه » بكفاف اختيارى مغلق آخر لا يشترط فيه أن يكون بسيطا 
بالضرورة . فمثلا إذا كان © كفافا مغلقا يقطع نفسه عدداً محدوداً فقط من المرات » 
فإنه يمكن اعتبار © مكونا من عدد محدود من كفافات مغلقة بسيطة و بتطبيق نظرية 
كوشى - جورساه على كل منها فإننا نمحصل على النتيجة المطلوبة . | أنه يكن لجزء من 
© أن يعبر مرتين فى اتجاهين متعاكسين وذلك OV‏ التكاملين بطول هذا الجزء By‏ هذين 
الاتجاهين المتعاكسين فما قيمتان متساويتان ومختلفتان فى الاشارة . والحالات الدقيقة 
والتى تحتاج إلى معالجة حاذقة Les‏ عندما يكون عدد تقاطعات الكفاف المغلق لنفسه 
عدداً لا Ouse‏ 

من الممكن صياغة نظرية كوشى - جورساه فى الصورة المعدلة ASW‏ 

نظرية : ليكن © كفافا مغلقا بسيطا وليكن ‏ ,© (,...,2)2-1,2 عدداً محدوداً من 
الكفافات المغلقة البسيطة المرسومة فى المنطقة الداخلية للكفاف © والتى لا توجد بين مناطقها 
الداخلية نقاط مشتركة . ولتكن ۸ منطقة مكونة من جميع النقط داخل وعلى © وذلك فيما عدا 
النقط الداخلية لكل من الكفافات ن ر شكل )٤١(‏ ) . ولتكن 8 الحدود الكاملة الموجهة 
للمنطقة * والمكونة من © وجميع إن مأخوذة فى مسار تكون فيه نقط » دائماً على يسار 8 . إذا 
كانت ۲ تحليلية عند جميع نقط OUR‏ 
)%( 


(8%) Se 
مكونا من عدد محدود من القطع‎ Ly لبرهان هذه النتيجة » نكون مسارا مضلعيا‎ 
المستقيمة متصلة ببعضها نباية بنهاية وذلك لربط الكقاف الخارجى © بالكفاف الداخلى‎ 
لبرهان النظرية السابقة للحالات التى تشتمل على مسارات أعم من التى نتناوها هنا , انظر على سبيل المثال‎ )١( 
المذكور فى‎ Markushevich من المجلد الأول لكتاب ماركو سوشفتش‎ )58( (VE) CAND البنود‎ 
. فى آخر هذا الكتاب‎ )١(قحلم‎ 


قل Spel!‏ المركبة وتطبيقات 


Cy‏ ثم نكون مساراً مضلعيا اخر 1 ليربط الكفاف Cy‏ بالكفاف Cy‏ ؛ ونستمر بنفس 
الطريقة حتى نصل لرسم مسار مضلعى yyy‏ يربط الكفافين ,© و © . الأسهم - 
باتجاهاتها - المبينة فى JRE‏ (47)تمكننا من تكوين كفافين بسيطين مغلقين 2,۸» كل 
منہما يتكون من مسارات مضلعية ز1 أو ز1 - وأجزاءمنكزمن GUC‏ وبحيث يكون 
مسار كل منهما فى اتجاه تكون فيه النقاط الداخلية له دائماً على يسار المسار . ووفقاً هذا 
فإنه يمكننا الآن تطبيق نظرية كوشى - جورساه على الدالة ؛ على كل من Kay‏ على 
حدة » وعليه يكون مجموع التكاملين على هذين الكفافين .مساويا للصفر . ولا كان 
التكاملان فى اتجاهين متعاكسين بطول المسار Ly‏ هما قيمتان متساويتان ومختلفتان فى 
الاشارة » فإن ما يتبقى لدينا فى النہاية هو التكامل على المسار 8 فقط ونكون بذلك قد 
برهنا المعادلة (؟) . 
لتوضيح هذه النظرية » نلاحظ أن 5 
تمر[ 

حيث 8 هو الدائرة 2= |2| مو جهة فى الاتجاه الموجب » بالإضافة إلى الدائرة 
1 -21| موجهة فى الاتجاه السالب ( شكل (45) ) . المكامل دالة تحليلية لجميع 
النقط فيما عدا عند 2-0 و :3+ z=‏ وهذه النقط الثلاث تقع جميعا خارج المنطقة 
الحلقية التى حدودها 8 . 


)٤۳( شكل‎ 


Indefinite Integrals التكاملات غيراغدددة‎ - ه٠‎ 


لتكن 2,29 نقطتين فى نطاق بسيط الترابط 8 » ولنفرض أن ۴ دالة تحليلية عند جميع 
نقط ۵ ( شكل (45) ) . إذا كان Cy, Cy‏ كفافين يربطان م2.2 ويقع كل منهما بأكمله 
داخل Cy OD‏ ,ے٥‏ - يكونان معا GUS‏ مغلقا . وحيث أن نظرية كوشى - جورساه 
يمكن تطبيقها على أى GUS‏ مغلق فى نطاق بسيط الترابط » فإننا نجد أن 
ده هار[ j fds—‏ 
Cı Cz‏ 
حيث 5 نشل نقاطا على 02,01 . ومن هذا نرى أن التكامل من م2 إلى 2 لا يعتمد على 


التكاملات اوقل 
الكفاف المأخوذ طلما كان هذا الكفاف يقع بأكمله داخل 0 » وبهفا الشكل يعرف لنا 
هذا التكامل دالة ۴ على المنطقة البسيطة الترابط 0 : 

QO) 


F(a) = f f(s) ds. 


شکل )££( 


نبرهن الآن أن مشتقة )5 لها وجود وتساوى tO‏ . لتكن 2ه +2 أى نقطة 
لا تساوى 2 وتقع فى جوار ما للنقطة 2 يقع بأكمله داخل 8 ( شكل (45) ) . إذن 
F(z + Az) - F(z) = fp as - f f ds‏ 


2+Az 


=f sas 


مع مراعاة أنه يمكن لنا اختيار مسار التكامل من عإلى ج42 OSS z+‏ قطعة مستقيمة 
وحيث أنه يمكننا كتابة ( تمرين (۱۳) بند )£9( ) 


zt+Az 2 + 8ه‎ 
f(2) 4] ds = all f(2) ds, 
نجد أن‎ Lib 


23 2+ عه‎ 
f + ۵2 > = دير‎ f r) = F(2] ds. 


Az 


mse:‏ س 


ss, 


We enn 


شكل )40( 


لکن حيث أن ۴ متصلة عند النقطة ع » فإنه لكل عدد موجب ,ع » يوجد عدد موجب 


15 المتغيرات المركبة وتطبيقات 
6 بحيث 
If) — f(2)| > e‏ 
Ub‏ كان قة>|إع-ء| . وبالتالى فإذا كانت النقطة z+Az‏ قريبة قربا كافيا 
من 2 SA‏ ,ق>إعد| > ob‏ 


=e;‏ إعداه > اریم _ FO)‏ - ۵2 +ع 


Az | 4z| e 
ای ان‎ 
ور‎ EAD - #89 دم‎ 
42-0 Az 
ها وجود عند كل نقطة 2 فى 8 ويكون‎ )١( وعليه فإن مشتقة التكامل‎ 
F(2) = f(2). () 


ob ates‏ التكامل الحدد لدالة تحليلية هو دالة تحليلية متغيرها هو الحد العلوى لهذا 
التكامل » وذلك بشرط أن يكون مسار التكامل مقصوراً على نطاق بسيط الترابط 
وبحيث تكون الدالة المكاملة دالة تحليلية على هذا النطاق بأكمله . 

نلاحظ من التكامل )00( أن قيمة Fa)‏ تزداد (أو تنقص ) بمقدار عدد ثابت 
وذلك عند استبدال الحد السفلى. 20 هذا التكامل بعدد ثابت اخر . فى هذه الحالة 
تسمى الدالة Fy‏ تكاملا غير محدد An indefinite integral‏ أو دالة مشتقة مقابلة 
Antiderivative‏ › ويعبر عن ذلك بان نكتب 

F(z) =| f(2) dz. 

ومعنى هذا أن Fe)‏ دالة تحليليةمشتقتها 5 وعلى ضوء المعادلة )١(‏ فإن أى تكامل 
محدد يمكن حسابه على أنه التغير الحادث فى قيمة تكامل غير محدد » وهى خاصية 
مطابقة لنظيرتها بالنسبة للدوال الحقيقية لمتغير حقيقى ؛ أى أن 
FO]. 060‏ = هم - faz = f raz f fede = FO)‏ 


ومفهوم بطبيعة الخال Lal‏ سنظل متفقين على أن مسارات التكامل ستكون مقصورة على 
نطاق بسيط الترابط تكون فيه 6 تحليلية . 

يجب ملاحظة أنه إذا كانت (6)2 دالة تحليلية بخلاف Fo‏ بحيث ()/=(6 فإن 
مشتقة الدالة H(z) = F(z) - Gz)‏ هى الصفر . وعليه فإذا كانت H(z) = u(x,y) + iv(x,y)‏ 
jet ib‏ على 

u,(x,y) + iv, (x,y) = 0; 

تما یعنی أن 0 = («ر,)يه = u(xy)‏ على النطاق بأكمله الذى تكون فيه كل من 6,۴ 
تحليلية Jey.‏ ضوء معادلتى كوشى_ريمان فإن 0 =(ر)ره = (ری)ه ما يعنى أن الدوال 


١ التكاملات‎ 


of)‏ و ulx.y)‏ دوال ثابتة . ومن هذا نخلص إلى أن 182 دالة ثابتة » وذلك يستتبع بالتالى 
أن الفرق بين GW, FW)‏ هو عدد مركب ثابت . ونتيجة لذلك فإن أى تكامل غير محدد 
للدالة )6 يمكن أن يقوم مقام الدالة »)۴ فى المعادلة (5) . 
وعلى سبيل المثال فإن الدالة الشاملة 2/3 = F(2)‏ هى تكامل غير محدد للدالة. 2 = FQ)‏ 
وحيث أن 22 دالة شاملة فإنه يمكننا كتابة 

2dz= | laa +i 
Pee و‎ z=0 لأى كفاف واصل بين النقطتين‎ 
وكمثال اخر » دعنا نحسب قيمة التكامل‎ 
if zi? dz زفق‎ 


(r> 0,0 > 8 > 2( (°)‏ وه ٢‏ = 22 
وأن الكفاف الواصل بين حدى التكامل المحدد يقع أعلى المحور الحقيقى للمستوى 
المركب 2 . هذه الدالة ليست تحليلية عند نقط الشعاع 60-0 » وعلى وجه 
التخصيص فإنها غير تحليلية عند 2-1 . إلا أننا من الناحية GAM‏ نرى أن الفرع 


1+i 


1 


i0 >)‏ 
(>o 5 >0<‏ دهت مل - هار 


للدالة 2 المتعدذة القم يكون تحليليا عند كل نقطة فيما عدا نقط الشعاع ۸|2- =0 
وتكون قم الدالة f@‏ فوق eee‏ الحقيقى مطابقة لنظائرها بالنسبة للدالة المعطاة فى 
)0( . وبالتالى فإنه يمكن إحلال الدالة المكاملة بالدالة fy‏ . والآن فإن 


2 2 
يكون تكاملا غير محدد للدالة Hz)‏ ؛ وعليه فإن 


3 
#اتوق‎ = 37°? exp (> >0< >) 


i * Ag, = He — e*) = H(1 + 
-1 


التكامل )4( تكون له قيمة أخرى » إذا أخذ على GUS‏ يقع أسفل المحور الحقيقى » 
وهنا يمكتنا استبدال المكامل بالفرع 


i Sx’ 
هاو‎ = /rexpT (r>05 > <0< ا‎ 


مع ملاحظة أن قيمه فى النصف السفلى للمستوى تكون مساوية لنظائرها بالنسبة للدالة 
)0( . وحيث أن الدالة التحليلية 


لحل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


exp (r>05<0<3)‏ = #اقيق 
هى تكامل غير محدد للدالة (ع)ع » فإننا نتحصل على 
x(-1 + i).‏ = (تلعقام — )3 ت iq zt dz‏ 
4 
ob ON‏ تكامل الدالة )0( مأخوذا فى الاتجاه الموجب حول GUS‏ مغلق بسيط 
يتكون من مسار ين أحدهما من التوع الثانى ( الأخير ) والآخر من.النوع الأول تكون له 
القيمة الآنية : 
4- د( + H-14+)-H1‏ 
تماريسن 
my‏ حدد فى كل حالة من الحالات التالية النطاق الذى تكون فيه الدالة ۴ تحليلية ثم طبق 
نظرية كوشى - جورساه لإثبات أن 


[s@a—o 
easy = [2[=1 SN )كر‎ cl OO spe ets 
1 ‘ = و‎ Ary ‘ ao 7 
وحصي =( ؛‎ (+) £ f(z) = ze رب‎ J) =~ 3 ra) 


نف ee )( ¢ f@%)=tanz (@ + f(z)=sechz‏ . 
۲ - لتكن 8 هی حدود المنطقة المحدودة بالدائر 2-4| والمربع الذى تكون أضلاعه منطبقة 


على المستقيمات x=thy=41‏ . إذا أخذنا اتجاه مسار 8 بحيث تقع المنطقة دائمأ على 


يساره فبين لماذا يكون 
[soa-o‏ 


لكل من الحالات الآتية : 


z 2+2 1 
س(‎ 2 << = 3 
fiz) fae ج‎ + f/@ sin P2) =(2)گ ؛‎ wa © 


- لیکن © كفاف مغلق بسيط فى داخليه كفاف مغلق بسيط Cy‏ حيث کل من © Cos‏ 
موجها فى الاتجاه الموجب . إذا كانت ۲ دالة تحليلية فى المنطقة المغلقة الحدودة بهذين 
الكفافين . برهن أن 

f rma= f fou. 
c Co 
من بند )£0( لإثبات أن‎ )١١( استخدم نتائج تمرين (۳) من هذا البند وتمرين‎ - ٤ 


f a _ oni, [ie-2-ar' a =0 (n= +1, 42,...) 


z-2-i 


حيث © هو حد المستطيل 2 > برك 53,0 >0 موجهاف الاتجاه الموجب 


aN 


NEY التكاملات‎ 

استخدم تكاملاً غير محدد لإثبات أن 

(n=0,1,2,..) 4‏ ي ل عه 2| 
حيث © أى كفاف يصل النقطتين > gy‏ 8 
أوجد قيمة كل من التكاملات الآتية عندما يكون مسار التكامل كفافاً اختيارياً واصلا 
بين حدى التكامل لكل من هذه التكاملات 
cos‏ 1 ؛ رج [e-2 a,‏ 
الأجوبة dt‏ إ2 +1) me‏ م/1 + ؛ ج 2 
إذا كان د ع رتم 0 ,21402240 فائبت SSS‏ 


2 21 Za 


وذلك طالما كان مسار التكامل هو داخليه نطاق ani‏ يحتوى نقطة الأصل . 


2 ٤ 
dz (+ f e" dz إلى‎ 
i 


اشتخدم هذه النتيجة لبرهان أن dk‏ 

ez? 
مغلق بسيط © تكون فيه نقطة الأصل إما نقطة داخلية أو نقطة خارجية هذا‎ GUS لأى‎ 
. الكفاف‎ 


لتكن 29 .21 .2 ثلاث نقاط مختلفة من نقاط نطاق بسيط الترابط D‏ . بفرض أن كلا 
من (۴)2 ومشتقتها fe)‏ دالة تحليلية عند جميع نقط D‏ فيما عدا عند النقطة «Zo‏ 
عمم النتيجة المعطاة فى تمرين (۷) لبرهان أنه لكل GUS‏ داخل D‏ واصل بين النقطتين 
21 ,22 وغير مار بالتقطة ty‏ يكون 

1 f) de = f(z) - fe); 
مغلق بسيط © داخل 8 وغير مار بالنقطة‎ GUS ومن ثم استنتج أن 0- مه ۵ ,| لأى‎ 
. .اعط أمثلة لمثل هذه الدوال والنطاقات‎ 20 
2 استخدم تكاملا غير محدد لايجاد قيمة التكامل‎ 
ارج الك وراس بن ات‎ ofl ual J بالنسبة لأى كفاف يقع‎ 
لاحظ أن الفرع الرئيسى 2 ع٥1 هو تكامل غير محدد تحايل عند جميع‎ . 2 - 21,2 =-2i 
1/2 فيما عدا عند نقطة الأصل وذلك بالنسبة للدالة‎ x20 نقط نصف المستوى‎ 
. حل القرين السابق (4) لأى كفاف لا يمس الجزء غير السالب من امحور الحقيقى‎ 
7  : الإجابة‎ 
لاحظ أن الدالة وحيدة القم و‎ 
f(2) = 21 = Vr exp 5 (r> 50< =), 


وحيث 0= (0)رء هى دالة متصلة لجميع نقط نصف المستوى + > 6 5 0 ,0 ج ,.إذا كان 


YEA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


© موجها فى الاتجاه الموجب هو حد نصف القرص + >6 1,05 >> 0 6 برهن أن 
[sou-o‏ 

وذلك بحساب تكاملات (2): على نصف الدائرة وكذلك على كل من نصفى القطرين 

المنطبقين على حور السينات . اذكر لماذا لا يمكننا استخدام نظرية كوشى - جورساه فى 

هذه الحالة ؟ 


١‏ - الفترات المتداخلة أوالمعششة Nested Intervals‏ . نكون متتابعة لا نهائية من الفترات 
المغلقة )...1,2 ,6-0 a, 5 x S be‏ بواسطة قاعدة لاختيار نصف فترة 
معلومة . نختار الفترة a sxsh,‏ لتكون أحد النصفين الأعن أو الأيسر للفترة 
الأولى المعطاة ,مذ > × WA pars‏ الفترة ,“×> .م لتكون أحد نصفى الفترة 
:ك × ك ره » وهكذا . برهن أنه توجد نقطة xq‏ مشتركة بين جميع الفترات المغلقة . 

اقتراح : لاحظ أن النقط مهتغل متتابعة غير تناقصية من الأعداد وذلك 

لان bo‏ > ..ءه ك مه > مه وعليه فإن هذه المتابعة نهاية ۸ عندما تؤول ۾ إلى co‏ برهن أن 
المتابعة المكونة من النقط ,رط ها Lal‏ نهاية 8 » ثم بين أن م×=4=8. 

x > bo, CoS y S do, المريع‎ ‘Nested squares المربعات المتداخلة أو المعششة‎ - ۳ 


Go: aos 
يقسم إلى أربعة مربعات هتساوية برسم خطوط‎ ط٠-»=‎ doco حيث‎ 
: موازية للمحورين. نختار أحد هذه المربعات‎ 


SY Sd,‏ ع ربط ك ع ك رهاره daz‏ لان -يك حيو سيؤه 


وفقا لقاعدة معطاة نستخدمها لاختيار المربع ex‏ بتقسم المربع به بنفس الطريقة 
وهكذا ( انظر بند (EV)‏ ) . برهن أنه توجد نقطة (ملا.م*) تنتمى GEL arab‏ المغلقة 
المكونة للمتتابعة اللانهائية .... ,ده ,ره ,مه 

اقتراح : استخدم نتائج تمرين )١7(‏ لكل من gales‏ الفترات المغلقة 


Sd, (n =0,1,2,...)‏ برك مه و ءؤ ك ع كمه 


١ه‏ — صيغة تكامل The Cauchy Integral Formula os‏ 
نعطى الآن نتيجة أساسية أخرى : 
نظرية : لتكن ۲ دالة تحليلية عند جميع النقط داخل وعلى كفاف بسيط مغلق © 
وموجها فى الاتجاه المي جب . إذا كانت ى2 داخلية للكفاف © . فإن 


1 r faz 
fz) = orl zz: 0) 


تسمى الصيغة )1( صيغة تكامل كوشى » وهی تنص على أنه إذا كانت ۲ دالة تحليلية 
داخل وعلى كفاف مغلق بسيط © » فإن قم ۴ داخل © تتحدد LUE‏ بواسطة قم » على 


التكاملات 168 


© . وعليه فإن أى تغير فى قم ۴ عند نقطة داخل © يصاحبه بالضرورة تغير فى قيمة ؟ 
المناظرة على الحد © . 
لتو ضيح فائدة الصيغة )١(‏ فى إيجاد قم التكاملات » سنبين أن 
z dz 7‏ 1 
5 )+ 9-22 
حيث © هو الدائرة |z|-2‏ موجهة فى hol EM‏ جب . وحيث أن الدالة 
fied = 2/9 - 22(‏ تحليلية داخل وعلى 20 فإنه يمكننا استخدام صيغة تكامل كوشى هذه 
الدالة بأحذ أ- = م2 . وعليه فإن قيمة التكامل المعطى هى ۸/5 = ,(/-)/2. 
لبرهان النظرية سنعتبر دائرة م© : 
|Z - zol = Fo‏ 
مر كزها م ونصف قطرها tg‏ صغيرا ما أمكن ليضمن لنا وجود Cy‏ فى داخلية © 
( شكل )£1( ) . الدالة )79 - 2(/)2)ر تحليلية عند جميع النقط داخل وعلى © وذلك 
فيما عدا عند النقطة zg‏ . إذن باستخدام نظرية كوشى - جورساه للمناطق المتعددة 
الترابط فإن تكامل هذه الدالة حول حد المنطقة بين Cy‏ تكون مساوية للصفر 
( بند (49) » وعليه فان 
Ja,‏ | 2[ 
Co‏ 2 


Z—Zo Zz ¬ 20 


حيث كلا من التكاملين مأخوذ فى الاتجاه المي جب . 


شكل )٤١(‏ 
وحيث أن تكامل DI‏ 2/)6-200)/ حول عرو متساویان فاا حصل على 
f(z) dz L@) - 120 4, (")‏ 
yom eo) on +f 9‏ 


€ Z7—2% 2-20 


لظ أن oe‏ © . و باستخدام تمرين (VY)‏ من بند )£9( rat‏ على 
jf dz 8 ()‏ 
. 


001 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


سنبرهن الآن أن قيمة التكامل الأخير فى المعادلة (؟) تكون مساوية للصفر . حيث 
أن ۴ متصلة عند zy‏ فإنه يوجد لكل عدد حقيقى موجب م عدد حقيقى مو جب 68 خعيث 
|z—z9| > ê. Ue If) ~fl20)| > © (%)‏ 

نختار الآن lous‏ حقيقياً pel « ley‏ من 0 وصغيرا صغرا كافيا بحيث تقع 
الدائرة وح اوه ما داح © . لاحظ أن المتطابقة ابمنى فى (4) متحققة لكل نقطة 2 
من نقط الدائرة . لاحظ الآن أن قيمة التكامل الأخير فى المعادلة (؟) لا تعتمد على 
aa! bie‏ القطر ها وذلك لأن قيمة كل من التكاملين الأخحرين للمعادلة (؟) 
لا تعتمد على هذا الاختيار ٠.‏ من هذه الحقيقة يحق لنا اختيار ry‏ يث (=و#باستخدام 
خاصية )٩(‏ من بند(٤ ٤‏ )ومع ملاحظة ان طول Cg‏ هو الان jee 2ry‏ على 
f(2) - f(2)‏ 3 


2-26 


dz < 2ry = 2re, 


وذلك OV‏ القيمة المطلقة للدالة المكاملة هنا أقل من بء . وبالتالى فإن القيمة 
المطلقة للتكامل الأخير من المعادلة )‘( oS‏ جعله أصغر من أى عدد حقيقى مو جب 
نشاء وهذا يعنى أن قيمة هذا التكامل لابد وأن تساوى الصفر . 

المعادلة )1( تؤول إذن إلى 


[fee = f(eo)2ni, 


Z2 = م2‎ 


وبذلك نكون قد استكملنا برهان النظرية ٠‏ 


Derivatives of Analytic Functions مشتقات الدوال التحليلية‎ - OF 
OB عند نقطة ماء‎ ALLE فى هذه المرمحلة أصبح بإمكاننا برهان أنه إذا كانت ۲ دالة‎ 
كا ل مشتقة من هذه المشتقات‎ ol, مشتقات ۴ م ن جميع الرتب لا و جود عند هذه النقطة‎ 
. تكون تحليلية عند هذه النقطة‎ 
داخل وعلى كفاف مغلق بسيط © . ونفرض‎ ULE سنفرض أولا أن ۽ دالة‎ 
فإن صيغة كوشى‎ © GUS يرمز لنقاط‎ s أن 2 نقطة ما داخل © . إذا كان‎ 


للتكامل 

OLS ١ 

)1( اسه fe y=,‏ 
ستمكننا من إثبات أن مشتقة ۲ عند الا اتمثيل التكامل 
OL 0‏ 


f@-= ie - 2 


التكاملات 101 


لاحظ أن الصيغة )1( يمكن الحصول عليما صوريا = وليس استنباطيا - من )١(‏ وذلك 
dol‏ مشتقة الدالة المكاملة فى )١(‏ بالنسبة للمتغير 2 . ولاثبات الصيغة (۲) نلاحظ أنه 
Uy‏ للصيغة )\( يكون 

Las‏ )1 ا قال در 


Az nile \s—z2—-Az s—z} Az 


1 1 f(s) ds 


e) - 2 - A2) - 2)‏ 2 
الآن نستخدم خاصية اتصال ۴ على © لنبرهن أن هذا التكامل الأخير يؤول إلى 
التكامل 


1 f(s) ds 
c(s — 2)? 
وذلك عندما يؤول 4 إلى الصفر . وهذا يعنى أن مقياس الفرق بين هذين‎ 
التكاملين‎ 
f(s) ds 
|: 


يؤول إلى الصفر باقتراب Az‏ من الصفر . لتكن M‏ هى القيمة العظمى لقم |(م)/| 
على © وليكن .1 طول © . إذا كانت ل أصغر مسافة بين ± وبين أى نقطة على © 
وكان 4>إعه| فإن 
(s) ds | Az| ML‏ 
anes |<‏ | 42 
والكسر الأيمن فى هذه المتباينة يؤول إلى الصفر عندما يؤول Az‏ إلى الصفر › وعليه فإن 


945ل r‏ 1 _ ال همده مار 
Hue Az - rent‏ 
وهذا يبرهن الصيغة (۲) . 
باستخدام نفس الطريقة التى استخدمت لبرهان الصيغة (؟) فإننا ad‏ أن 
S(s) ds (")‏ / 
reat c(s— z2)‏ 
ولتبيان ذلك نلاحظ أن الصيغة (؟) تعطى 
el f(s) ds‏ 1 [ | ل LE +42 f)‏ 
Az ` Qnide lG —z— 42) (s—z)?} Az‏ 


f 2(s — 2( - Az‏ ر 


dni Gz AG 2 ds. 
= ON ie سه‎ aaah وحيث أن ؟ متصلة على © فإنه يمكننا استخدام جح‎ 
التكامل الاخير يؤول إلى التكامل‎ 


لذ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


af هر‎ 


e ال‎ 

عندما يؤول Az‏ إلى الصفر › وهذا يبرهن الصيغة (۳) . 

الصيغة )1( تبرهن وجود المشتقة الثانية للدالة ۲ عند أى نقطة z‏ فى داخلية © . وفى 
الواقع فإن الصيغة (۳) تعطى نا أكثر من ذلك » ونعنى بذلك أنه إذا كانت ۲ تحليلية 
عند نقطة ما فإن مشتقتها تكون أيضاً تحليلية عند نفس النقطة . ولتوضيح ذلك نقول إنه 
إذا كانت ۴ تحليلية عند ج » فإنه توجد بالضرورة دائرة مركزها ‏ بحيث تكون £ تحليلية 
عند جميع النقط داخل وعلى هذه الدائرة . ووفقا للصيغة (۳) فإن (2)”/ فاوجود 
عند أى نقطة داخلية odd‏ الدائرة » وهذا يعنى أن مشتقة ۴ تحليلية عند 2 . 

باستخدام نفس البرهان السابق على الدالة (2)”/ بدلا من Me)‏ فإنه يمكننا إثبات أن 

(2)”/ تحليلية وهكذا ؛ وبهذا الشكل OSG‏ قد برهنا النظرية الأساسية الاتية : 

نظرية : أى دالة تحليلية عند نقطة ما ها مشتقات تحليلية من جميع الرتب عند هذه 
النقطة 
حيث أن SQ)‏ تحليلية » وبالتالى متصلة » وحيث أن 
iu(x,y),‏ — (نز درن = J(2) = u(x) + iog(xyy)‏ 
فإننا نستنتج أن المشتقات الأولى للدالتين vu‏ دوال متصلة . وحيث أن 2)”/ 
تحليلية » وبالتالى متصلة » وحيث أن 
L°(2) = eX) + HOG) = yx (,Y) — iy, (%,Y),‏ 

وهكذا » فإن المشتقات الجرئية من جميع الرتب للدالتين vu‏ دوال متصلة عند أى نقطة 
تكون عندها ۴ تحليلية . وقد سبق لنا وأن تعرضنا هذه النتيجة بالنسبة للمشتقات الجرئية 
الأولى والثانية عندما تعرضنا لدراسة الدوال التوافقية فى بند )٠١(‏ . 

الأفكار التى استخدمت فى برهان الصيغتين (۲) » (۳) يمكن استخدامها تتابعيا 
للحصول على صيغة تكاملية لأى مشتقة ذات أى رتبة نشاء . Gy‏ الحقيقة Ob‏ 
الاستنتاج الرياضى يعطى الصيغة العامة الآنية : 


! ds 
د = زر‎ pees (n=1, 2,...). (6) 


Ra E pists ١ الصيغة قد برهنت عندما  1- م‎ OY وذلك‎ 


عدد صحيح موجب معين ١‏ 8-4 » فإنه يمكننا استخدام نفس الطريقة السابقة 
لاثبات صحة الصيغة عندما 1+ 4+ - م . وسنترك للقارىء أداء تفصيلات البرهان » 
مع افتراضنا Ob‏ يبقى الفرق 5-2 كوحدة واحدة وذلك أثناء إجراء عمليات 


yor التكاملات‎ 


التبسيط الجبرية . 
إذا اتفقنا على أن يكون 2 SMO)‏ دلاً على OPH TIF)‏ فإنه يمكننا أن نكتب 
wy, )_ 2! f(z) dz 1‏ 
oe (n=0,1,2,...) (9)‏ مار 


والتى تعطى صيغة تكامل كوشى عندما تكون « مساوية للصفر › وتعطى أيضاً الصيغة 
(4) - مع اختلاف طفيف فى الرموز المستخدمة - وذلك عندما ....,1,2عدمء 

وكتطبيق للصيغة. )0( » نلاحظ أنه إذا كانت 2(=1)/ء فإن 

f= mi, gg =0 (n=1,2,...) 

حيث Cg‏ هى الدائرة التى مركزها 20 ونصف قطرها 70 موجهة فى الاتجاه 
الموجيب ( انظر تمرين OY)‏ من بند (48) ) . 

الصيغة (5) » وصيغة تكامل كوشى على وجه التخصيص » يكن تعميمها لتشمل 
الحالة التى يستبدل فيها الكفاف المغلق البسيط © بالحد الموجه 8 لنطاق متعدد الترابط 
على شاكلة النطاق الذى اعتبرناه فى نظرية بند (49) . وهذه الحالة المعممة يمكن برهانها 
إذا كانت 2g‏ نقطة داخلية للنطاق وكانت ۴ تحليلية فى المنطقة المكونة من النطاق 


وحده 08 . 


Morera’s Theorem موريرا‎ 4 - oy 


فى بند )+8( برهنا أن مشتقة الدالة 


F(2) = fi f(s) ds ray) 
. ها وجود عند كل نقطة من نقاط أى نطاق بسيط الترابط 0 تكون فيه )1 تحليلية‎ 
F'@) = f(2). 


ورغم أننا افترضنا أن الدالة ۴ aL‏ فى 8 » فإننا لم نستخدم فى البرهان إلا خاصية 
اتصال ‏ بالإضافة إلى الشزط ob‏ تكامل ۴ حول أى Glee GUS‏ بسيط فى داخلية © 
يكون مساويا للصفر . وعليه » فإن توفر هاتين الخاصيتين فقط للدالة ۴ » يمكننا من 
ob,‏ أن ۴ تحليلية فى er) = fobs D‏ ذلك نتبين أن ۴ تحليلية فى © وذلك لكونها 
مشتقة دالة تحليلية ( بند (OY)‏ ) . وبهذا نكون قد برهنا نظرية منسوبة إلى ! . موريرا 
E. Morera‏ ( 1855 - ۱۹۰۹ ) والتى تنص على : 
نظرية : إذا كانت ؟ دالة متصلة عند جميع نقط نطاق بسيط الترابط 0 وكان لكل 
GUS‏ مغلق بسيط © داخل 22 


14 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


Ima =0, 00 

فإن ۴ تكون تحليلية عند جميع نقط 0 . 

نظرية موريرا تزودنا بمعكوس لنظرية كوشى - جورساه . 

US‏ تعمم نظرية موريرا SV‏ نطاق اختيارى 8 يتحقق معه الشرط )1( بالنسبة 
لأى GUS‏ بسيط مغلق تقع داخليته Lal‏ فى داخلية 8 . وذلك GY‏ إذا كانت 29 نقطة 
فى 0 فإنه dey‏ جوار 201>8 -2] فى 2 ء وف هذه الحالة يمكننا تطبيق نظرية موريرا 
على الجوار 8 لنبين أن ۴ تحليلية عند م ؛ وعليه Ob‏ الدالة ۴ تكون تحليلية عند جميع 
ba‏ 0 . 
+ه - القم العظمى owl‏ الدوال Maximum Moduli of Functions‏ 
لتككن ۴ دالة تحليلية وغير ثابتة القيمة عند نقط قرص دائرى مفتوح ,+ > |م2 - 2| م كزه 
2g‏ . إذا كان € هو الدائرةم = Zo]‏ - 2|حیٹ وء > > CO‏ فإن صيغة JAS‏ كوشى تعطى 
i f(2) dz (‘)‏ 

Qnile z— zo 

مع مراعاة أن المسار © موجه فى الاتجاه الموجب . إذا اعتبرنا القثيل البارامترى 
re )0 56 > 22)‏ + مت = (2)0 للدائرة © فإن الصيغة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة 


F(Z) = 


F(Z) = xf (2o + ”امم‎ d8. (¥) 

الصيغة )1( تبين أنه إذا كانت لدينا دالة تحليلية داخل dey‏ دائرة ما فإن قيمة هذه 
الدالة عند مركز الدائرة هى الوسط الحسابى لقم هذه الدالة على محيط الدائرة . 

من صيغة )1( at‏ على المتباينة 


@sr<r,  )9‏ 0ه Saf Io + re‏ المعارا 

وواضح أن الصيغة (*) صحيحة أيضاً فى الحالة الخاصة التى يكون فيها 0 . ومن 
الناحية الأخرى إذا افترضنا أن |(ع)/| > |(2)/| rat‏ التى تحقق ,> |مه-2| فإن 
@sr<n). (S9‏ المعا/| 5 fo + re d0‏ 3 


من المتباينات (۳) و (4) ad‏ أن 
100 
[FG = 3 f (2o + re)| de,‏ 


J, IED - Jo + re)|] 40 =0 05< أى أذ‎ 


Yoo اتكاملات‎ 


وحيث أن الدالة المكاملة فى الصيغة الأخيرة دالة متصلة غير سالبة فإننا نستنيج أن 
Lf Go + roe®)|=0‏ - إلمعار| » أى أن )۶| = |(تار| 
لجميع 2 المحققة للمتباينة ro‏ > إو -2| .لكن هذه النتيجة تعنى أن الدالة fa)‏ ثابتة 
القيمة عند جميع نقط النطاق 70> em zo]‏ ( انظر تمرين ٩‏ (ج) (Ve) de‏ وهذا 
يخالف ما افترضناه ابتداء من أن (۴)2 ليست ثابتة القيمة على هذا النطاق . وهذا يعنى أن 
الفرض القائل (PI SI MGod be‏ الجميع قم 2 التى GE‏ مم > امد - ء| 
يؤدى إلى تناقض . 1 
ما برهناه أعلاه يعنى أنه إذا كانت ۲ دالة تحليلية غير ثابتة القيمة فى جوار للنقطة 
م ٠‏ فإنه توجد نقطة واحدة ‏ على الأقل فى هذا الجوار بحيث 
f(2 > | Flo) (°)‏ 
والنظرية التالية والتى يطلق tole‏ قاعدة القيمة العظمى Maximum principle‏ > 
إحدى النتائج الحامة للنتيجة السابقة . 
نظرية : إذا كانت ۲ دالة تحليلية وليست ثابتة القيمة فى داخلية منطقة ما ۸ . OW‏ 
ا(2)/ اليست ها قيمة عظمى فى داخلية ۴ . 
وحتى نستكمل برهان قاعدة القيمة العظمى » فإننا نحتاج إلى نتيجة يمكن 
استخلاصها بشكل مباشر من نظرية بند CV)‏ بالباب GE‏ عشر . ونعنى بذلك أنه 
إذا كانت دالة ۲ تحليلية ليست ثابتة القيمة فى داخلية منطقة OB OR‏ ۴ لا تكون ثابتة 
القيمة على أى جوار لأى نقطة فى داخلية ۸ . لنفرض NI‏ أن |(2)/| لها قيمة عظمى عند 
النقطة zy‏ فى داخلية ۴ . هذا الفرض يعنى أن |(مت)/| > FOI‏ لجميع نقاط جوار 
ما للنقطة م » وهذا يناقض المتبايئنة )9( . 
إذا كانت ۴ دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة ۴ وكانت ۲ فى نفس 
الوقت تحليلية عند جميع نقاط داخلية ۴ » فإن الدالة المتصلة |2)/| يكون لما قيمة 
عظمى فی ۴ ( بند CON)‏ . وهذا يعنى أنه يوجد عدد حقيقى موجب ثابت ۷ بحیٹ 
4 ك |(2)/| لجميع z‏ فى ۸ oly‏ التساوى LY‏ وأن يتحقق عند نقطة واحدة 2 على 
لأقل ى sR‏ كانت ۲ دال Mop tail‏ = |0 الجميع ء فى 8 . أماإذا كانت 6 
ليست ثابتة القيمة فوفقا لقاعدة القيمة العظمى MOY‏ عو |(2)/ الجميع a z bias‏ داخلية 1 
وعليه فإنه إذا كانت ۴ دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة R‏ وكانت ؟ 
فى نفس الوقت تحليلية وليست ثابتة القيمة فى داخلية ۸ فإن |(2)/ | تأخذ قيمتها العظمى 
على حدود ۸ وليس عند أى نقطة فى داخلية ۴ . 
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خواص pill‏ الصغرى للدالة lf]‏ وكذلك خواص القم العظمى والصغرى 
للدالة التو افقية [()/] ۴۴ = u(x)‏ تعالجها التمارين الموجودة فى ale‏ هذا الباب . 
إذا كانت ۴ دالة تحليلية فى داخلية وعلى محيط الدائرة 7 = ]29 - 2| فإن المثيل التكاملى 
لمشتقات ۴ عند zy‏ يعطى بالصيغة 


| S(z) dz (n=1,2,...) 


fo) = vi 


2ni/ co(Z — Zo 


حيث Cy‏ هو الدائرة التى مركزها ىه ونصف قطرهانء موجهة فى الاتجاه الموجب . إذا 


كانت 88 ھی القيمة العظمى للدالة اهارا على Cy‏ فإننا نحصل على متباينة 
كو Cauchy’s inequality se‏ الآتية 

1M 
| f(z) sa 1 (n= 1,2,...) CG) 


وعندما 1=ه Lip‏ تحصل على الشرط 
IPeols™ (۷)‏ 
0 

وهذه النتيجة تمكننا من برهان آن cl‏ دالة شاملة بخلاف الدالة الثابتة لا يمكن أن تكون 
دالة محدودة at‏ النقط 2 ؛ وتعرف هذه النتيجة بنظرية لواقيل والتى نجملها فيما بل 

نظرية لواقيل Liouville’s Theorem‏ : أى دالة شاملة ومحدودة لجميع نقاط 
المستوى المركب WY‏ وأن تكون دالة ثابتة . 

لبرهان ذلك نلاحظ أن الفرض المعطى يستلزم وجود عدد حقيقى ثابت 84 بحيث 
[lS 4‏ لجميع 2 . وعليه فإن المتباينة (۷) تكون صحيحة لأى عدد حقيقى 
موجب tg‏ ولجميع 20 . وحيث أنه يمكننا اختيار ty‏ لتكون كبيرة کا نشاء وحيث 
أن )كر عدد ثابت فإن المتباينة (۷) تتحقق فقط عندما يكون 200-0)/ . وهذا 
يعنى أذ -(2)”الجميع نقاط المستوى ال ركب » ما يستلزم أن تكؤن (2)/ دالة ثابتة القيمة. 


The Fundamental Theorem of Algebra jd النظر ية الأساسية‎ - 00 


تعرف النظرية التالية. بالنظرية الأساسية للجبر 
نظرية : أى كثيرة حدود 
az" (a, #0) 3‏ + 00+ 3ج يه + وريه + P(z) = ao‏ 
حيث 1<« ها جذر واحد على الأقل . أى أنه توجد نقطة واحدة مء على 
الأقل بحيث 0 = (م)م. 


yoy التكاملات‎ 


البرهان الجبرى الصرف هذه النظرية برهان صعب ء إلا أنه يمكننا استنباطها هنا 
بشكل مباشر باستخدام نظرية لواقيل الميرهنة فى. البند السابقلنفرض OW‏ أن0 # PZ)‏ 
عند أى نقطة 2 فى المستوى المركب . فى هذه الحالة تكون 

ع P()‏ 6 ع 0 

دالة شاملة ومحدودة لجميع z‏ . لتبيان أن هذه الدالة محدودة نلاحظ أولا أن م متصلة 
وبالتالى فهى محدودة على كل قرص دائرى مغلق مركزه نقطة الأصل thee y:‏ يوجد 
Lal‏ عدد حقيقى موجب ۸ بحيث 5 ie‏ 
“Tale‏ بويج = I‏ 
لجميع النقط × فى خارجية القرص ۸ > || ( انظر تمرين VA‏ من هذا البند ) فإن الدالة 
OSE‏ محدودة لجميع قم 2 فى المستوى المركب . وباستخدام نظرية لواقيل نستنتج أن 
2): » وبالتالى Pa)‏ ¢ دالة ثابتة » وهذا يناقض أن Piz)‏ ليست ثابتة القيمة . 

عادة ما تعطى النظرية الأساسية للجبر فى مناهج الجبر الأولية بدون برهان . ونتيجة 
هامة للنظرية الأساسية للجبر تنص على أن أى كثيرة حدود من درجة 1 < ١ر‏ يمكن التعبير 
عنها کحاصل ضرب كثيرات حدود خطية ( أى كثيرات حدود من الدرجة الأولى ) ؛ 
أى أن 

م2 ¬ 2) P(z) = e)2 - 2)2 - 22٠٠٠١‏ 
حيث ٤‏ يه( ,... ,2 ,1 - #) أعداد مركبة ثابتة : بحسب النظرية الأساسية للجبر يوجد 
عدد مركب 22 بحيث 0= (۶)2 ؛ وعليه وباستخدام تمرين (V4)‏ من هذا البند فإك 
كثيرة الحدود 52 تقبل القسمة ( بدون باق ) على za‏ بمعنى أن 
P(z) = (z ¬ 20090)2(‏ 

حيث Ol)‏ كثيرة حدود من درجة 1 بر . وهنا يمكننا استكمال البرهان باستخدام 
الاستنتاج الرياضى . 1 

من هذه النتيجة نرى أن عدد الأصفار ( أى الجذور ) الختلفة لأى كثيرة حدود فى 
المستوى ال ركب ومن درجة « » حيث 1<م > لا يتعدى ه ( فى الواقع عدد أصفار 
كثيرة الحدود Lal‏ لا يتعدى م : المترجمان ) . 


تمارين 


١‏ - ليكن © هو الدائرة 3-|إ2م موجها فى الاتجاهالموجب. برهن أنه إذا كان 
2s?Q—s—2‏ 
ds (iz| #3)‏ ي = ga)‏ 


فإن 877 -2)2 . ما هى قيمة oe)‏ عندما  |2|<3‏ ؟ 
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- ليكن © كفاف مغلق بسيط موجها فى الاتجاه الموجب . برهن أنه إذا كان 
ع2 دي 
Ie ae‏ =2 
فإن 652 =()و إذا CEE‏ =(z)و‏ إذا كانت z‏ فى Cap be‏ 
ب ليكن € هو حدود المربع الذى تنطبق أضلاعه على المستقيمات 2 =× ,2 کر . 
إذا كان € موجها دائماً فى الاتجاه الموجب » فأوجد قيمة كل من التكاملات الآتية : 


zdz cos 2 e-tdz ٤ 
ج کک‎ di 1 
a 6 Ee E caer 9 
h 1 2 
(= cos! Be يث «>معع رق‎ an )2/ ته‎ (a) 
3 c)2 ¬ > 


الأجوبة : Athy‏ رب THA‏ رج #2 2و in sc?‏ (ه) صفر 
-- أوجد فى كل من الحالات الآتية تكامل (5)2 حول الكفاف الغلق البسيط 2- i]‏ 2| 
موجها فى الاتجاه الموجب : 1 
E dy‏ دهم )( pe‏ = )92 
الأجوبة : (أ) 2س (ب) 7/16 
2 كنت OS Pier te‏ مغلق بسيط © وكانت tg‏ ليست على 


يت fd r Sarde‏ 
J, Z—Zo - e (2 ¬ Zo)?‏ 
- لتكن ۴ دالة متصلة على كفاف مغلق بسيط © . استخدم النهج المتبع فى بند OY‏ لبرهنة 
أن الدالة f(s) ds‏ 


دوه 


2ri lc s—z 
فى داخلية © , ثم إثبت أن الصيغة التكاملية لمشتقة (2)ع عند مغل‎ z تحليلية عند كل نقطة‎ 


هذه النقطة ھی f(s) ds‏ 1 50 


2ri Jc (s — 2)? 


- ليكن © هو دائرة الوحدة (0) مه  -‏ موجها من .م إلى Oar‏ لأى عدد 
حقيقى ثابت a‏ برهن ان 5 [ama‏ 
ثم عبر عن التكامل » فى هذه الصيغة › بدلالة بم لتحصل على الصيغة 

cos (a sin 0) d0 = 7‏ عم رأ 

- لتكن ؟ دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة oR‏ ولتكن ۴ كذلك تحليلية 
وغير Get‏ داخلية © . بفرض أن Yi‏ تساوى الصفر عند أى من نقاط 8 › برهن 
أن LO!‏ ها قيمة صغرى ١‏ فى ۸ وبأن ١‏ < |(2)/| لكل نقطة فى داخلية ۴ 
( استخدم الدالة ()//1 فى day‏ ذلك ) . 


التكاملات 1۹ 


bel - 4‏ مثالا ین baal‏ 0 2)ر فی أى مكان من # ” الوارد فى تمرين A)‏ 


1١ 


1١ 


۲ 


1۳ 


1 
1۷ 


السابق » هو شرط ضرورى لبرهان نتيجة ذلك القرين ( معنى ذلك ان |2)/| 

لا تأخذ قيمتها الصغرى عند نقطة فى داخلية ۸ إلا إذا كانت هذه القيمة هى الصفر ) . 
اعتبر الدالة *(1 + 2) = (2)/ والمنطقة ۸ المكونة من داخلية وحدود المثلث الذى رؤوسه 
(zie =2 2-0‏ لتعط توضيحا لكل من قاعدة القيمة العظمى والقاعدة المقابلة 
ها للقيمة الصغرى البينة فى تمرين (A)‏ من هذا البند ( أى أوجد نقطأ فى 8 يكون 
للدالة |(2)/| عند كل منها قيمة عظمى أو صغرى ) 

z=22=0  : الإجابة‎ 

لتكن الدالة  ly)‏ + (رر)» =(ء)/ متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة هو لتكن f‏ 
فى نفس الوقت تحليلية وليست ثابتة فى داخلية ۴ . برهن أن الدالة wey)‏ تأخذ قيمتها 


۲ دالة متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة 0ولتكن‎ f(z) =u(xy) + oxy) gS 
تأخذ قيمتها‎ uty) فى نفس الوقت تحليلية وليست ثابتة فى داخلية ۴ . برهن أن الدالة‎ 
. ) ١١ الصغرى على حدود ۸ وليس عند أى نقطة داخلية فى # . ( انظر تمرينى 4 و‎ 
رؤوسه‎ GAN والمنطقة ۴ المكونة من داخلية وحدود المستطيل‎ (=١ اعتبر الدالة‎ 
التى‎ 1 طاقناه.١؟‎ و١‎ wt د أع + ]=2 ويجدع لتوضيح‎ 7217-0 
تأخذ عندها الدالة (<)» قيمها العظمى والصغرى ؟‎ 
. ابد ي 1دم‎ i الإجابة‎ 
الجزء الحقيقى من دالة شاملة معطاة ()/ . برهن أنه إذا كان للدالة‎ uy) ليكن‎ 
ء فإن‎ xy لجميع نقاط المستوى‎ ula) > أى أن ه»‎ » ug حداً أعلى‎ ue) التوافقية‎ 
. الدالة (و,»)ن لابد وأن تكون دالة ثابتة‎ 
(OY) استكمل خطوات استنباط الصيغة (۴۳) هن بند‎ 
(OV) استخدم مبدأ الاستنتاج الرياضى لبرهان الصيغة (4) من بند‎ 
. عدد حقيقى موجب ثابت‎ A جميع 2 » حيث‎ ]/)2(| 5 lz] لتكن ؟ دالة شاملة بحيث‎ 
به‎ 40 Sos برهن أن 0= )م جميع 2 أو مده = ار‎ 

اقتراح : استخدم متباينة كوشى ر المتباينة (A)‏ من بند ٠٤‏ ) لبرهان أن0 F@=‏ 
ont‏ نقاط المستوى المركب . 
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۸ ¬ إذا كانت 


-44 


P(z) = ao + az + ارين + ۰*۰ + تر يع‎ (a, # 0) 


كثيرة حدود درجتها 1 <م 4 فبرهن أنه يوجد عدد حقيقى موجب ۴ بحيث 
للا > روم 

لجميع قم 2 التى BE‏ ع <اء! 1 
اقتراح : لاحظ أولا أنه يوجد عدد حقيقى موجب ۸ بحيث يكون كل من الاعداد 
إعلمه| 4 اتمزوديهز ۰ 6 “ها هه »| أصغر من 0.1/27| 
لجميع 2 التى تحقق ‏ # <|2| » وعليه فإن 

Big eee {asl 

= Zz? zt 2 

عندما ۾ < || . هذه النتيجة والمتباينة [zal]‏ — إرء|] < 251 + ,| يكن استخدامهما 

le‏ لبرهان أن 


Qa-1 Ga ao 
+ ا‎ 


z 


Qry1  de-2 a do lan 
+ دا( بك ج‎ 
a, ( + 2 + ton 3 2 


عندما .8 1212 النتيجة المطلوب برهنتها يمكن الحصول عليها الآن بضرب كل من طرق 

هذه المتباينة بالعدد ”ا2 

لتكن (5)2 كثيرة حدود Gee yo‏ 1 <#.يقال أن (ت)م تقبل القسمة على 2-20 

إذا أمكن إيجاد كثيرة حدود OZ)‏ - يقال ها خارج قسمة quotient‏ كثيرة الحدود (2)2 

بالنسبة إلى 2-25 - بحيث 2(0)z(‏ -ع) = P@)‏ .برهن أن : 

(أ) ays‏ الحدود “مج )١=1,2,...(‏ تقبل القسمة على 2-20 ؛ 

(ب) كنيرة الحدود (,ت)م  Pee)‏ تقبل القسمة على ,ج ء وأن خارج القسمة هو 
كثيرة حدود درجتها 1م ؛ 

(ج) ريم تقبل القسمة على مدع إذا وفقط إذا كان 0-0ت)م . 


فصلا سارن 
المتسلسلات Series‏ 


نخصص هذا الباب أساساً لدراسة تمثيل الدوال التحليلية على صورة متسلسلات » 
وسنبرهن نظريات تبين لنا وجود مثل هذا القثيل . جا أننا سنعطى طرقا مبسطة لمعالجة 
المتسلسلات . , 


5ه - تقارب المتتابعات والمتسلسلات Convergence of Sequences and Series‏ 
يقال أن للمتتابعة UUW‏ 
ل ويرك وحن و22 21s‏ 

من الأعداد المركبة نهاية 2 إذا كان لكل عدد حقيقى. موجب & يوجد عدد صحيح 
موجب tg‏ بحيث 
|z,-z|<e Q)‏ طلما و n>‏ 
والتفسير الهندمى هذا المفهوم للنهاية هو أنه يمكننا دائماً اختيار عد صحيح موجب CN‏ 
مهما كان كبيرا » بحيث تكون جميع النقط ,2 N>N Cum‏ ¢ من هذه المتتابعة 
قريبة قربا كافيا وكيفما نشاء من النقطة z‏ . 

سنترك للقارىء برهان أنه إذا كانت لمتتابعة ما نهاية فإن هذه النهاية لابد وأن تكون 
وحيدة . والمتتابعة التى ها نہاية 2 يطلق ale‏ متتابعة تقاربية Convergent‏ ( أو lal‏ تؤول 
إلى #) » ونعبر عن ذلك رمزيا Ob‏ نكتب 


lim z, =z. 


المتتابعة التى ليس ها نهاية تسمى متتابعة تباعدية Divergent‏ 
نظرية ١‏ : إذا كان 


Zq = Xq + iY,  @=1,2,..) 
z=x+iy. 4 
فإن‎ 
lim z, =z (ap) 
وفقط }13 كان‎ 131 
limx,=x yg limy,=y. (*) 


nao nam 
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البرهان : لبرهان النظرية نفرض أولا bee‏ (۲) ثم نبرهن تحقق الشروط (7) . 
وفقاً للشرط )١(‏ فإنه لكل عدد حقيقى موجب معطى ۾ يوجد عدد صحيح 
موجب tg‏ بحيث 

n > Fo UU |x = x + ily, —y)|<e 
لکن‎ 
مدا‎ ~ x | ك‎ |x, — x + iy, - (| 
ک ار مدا‎ |x و .|( - ر + عد‎ 
وهذا يستتبع بالضرورة‎ 
ln و م > إبر-‎ |x, = x| > 6 

لجميع 0<م » وهذه هى الشروط )1( المطلوب استيفائها. 
لنفرض الآن صحة الشروط )1( نعلم أنه لكل عدد حقيقى موجب معطى ع يوجد 
عددان صحيحان many Ole yp‏ بحيث 

€ 


xl <3‏ - ,دا n>n, Ub‏ 
: »ادها n>m Wb‏ 
وعليه فإن 
E 6‏ 
د>ا*-«| د > اب - ا 
طلما كان مه < ۸ ء حيث مه أكبر العددين الصحيحين ١2,١‏ 
لکن ,|= |x  دعإ + |g‏ ك )+ |x, + iy, - (x‏ 


ومن ثم فإن م>|2-,2| طلا n>ng‏ > وهو الشرط (؟) المطلوب تحققه . 
يقال للمتسلسلة مء اللانبائية 
2000000 
حيث كل من ,2 عدد OS‏ أنها تؤول إلى العدد 58 إذا كانت متتابعة المجاميع 
الجزئية ١ Partial sums‏ 17 
Sy = 2% (N=1,2,...)‏ 


تقاربية ونبايتها 5 . فى هذه UL‏ نقول أن 8 هو مجموع ن المتسلسلة اللانائية قيد 
البحث ونعبر عن ذلك ol‏ نكتب 7 
22 


mal 
وحيث أن نهاية أى متتابعة تقاربية تكون وحيدة » فإننا نستنتج أن أى متسلسلة تقاربية‎ 
. ها أكثر من مجموع‎ OS لا يمكن أن‎ 
. يقال لمتسلسلة لا نهائية أنها تباعدية هععإء 0۷ إذا لم تكن تقاربية‎ 


المتسلسلات 1 يذ 


نظرية ۲ : إذا كان 


ty (n =1,2,...)‏ واد = 2n‏ 
S=X+iY. 3‏ 
فإن 
0 ا 
إذا وفقط إذا كان 
Sex 4‏ و ا 
البرهان : ليكن Sy‏ هو مجموع الحدود الأولى التى عددها ١‏ من المتسلسلة (4) . 
نلاحظ OY‏ 
Sy = Nyt ity (»‏ 
حيث N N‏ 
Xy= ze‏ و Yy= PL‏ 
الان فالشرط (4) متحقق إذا وفقط إذا كان 
م 
ey‏ ضوء العلاقة )1( > فضلاً عن نظرية )١(‏ » فإن هذا الشرط OS‏ متحققا 
إذا وفقط إذا كان 


وهذا يعنى أن الشرطين )£( و (۷) شرطان متکافان . وحيث أن ky‏ »۷ هما المجاميع 
الجزئية للمتسلسلتين الواردتين فى )0( فإننا نكون بذلك قد برهنا النظرية . 

لبرهان أن مجموع متسلسلة ما هو العدد 8»سنجد أنه من OM‏ - فى كثير من 
الحالات - استخدام ما نطلق عليه الباق :ءل0صنوص بعد حدود عددها N‏ ؛ والباق Ry‏ 
معرف NS‏ : 

Ry = S — Sy 

لاحظ أذ |84-0|- |8 - [Sy‏ وعليه فإنه وفقاً للتعريف )١(‏ لنباية متتابعة » يكون 
للنباية (۷) وجود إذا وفقط إذا كان 


lim Ry - 0 (A) 

Na 
وعليه فإن مجموع متسلسلة تقاربية هو العدد 5 )13 وفقط إذا كانت مسابعة البواق‎ 
. تقاربية ونهايتها الصفر‎ 


نشير هنا إلى أن متسلسلات القوى Power series‏ تلعب دورا هاماً فى نظرية المتغيرات 
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الم كبة . ومتسلسلات القوى هى متسلسلات على الصورة 


3 او )29 - مره‎ do + 2 4(2 — Zo)" 


حيث zor aq‏ و a,‏ أعداد ( ثوابت ) مركبة وحيك ۾ هو أى عدد مركب داخل منطقة 
معينة . لمثل هذه المتسلسلات التى تشتمل على متغير ع سنرمز لكل من المجموع والمجاميع 
الجزئية والبواق بالرموز (2)ى Rule), Suz),‏ على التعاقب . 


تمارين 


-/\ 


(1 


n? 


برهن بطريقتين مختلفتين تقارب المتابعة 


(n=1,2,..)‏ +2 ديع 


ليكن .م , ,ره هما المقياس والقيمة الأساسية لسعة العدد المركب = » لكل 
هء فى تمرين )١(‏ . بين أن المتابعة )...1,2 (n=‏ مسابعة تقاربية وبأن المتابعة 
(n= 1, 2, ...(‏ .© متتابعة تباعدية. 


حيث z‏ هو أى مركب بحيث ‏ 1> |2| ۰ 
اقتراح : استخدم تمرين (VE)‏ بند (5) لبرهان أن 
Re(z)] = |z|"*"/(1 — |2|)‏ | 1 
a‏ بر » حيث O<cr<1‏ » ومن ثم برهن أن 


1- 2r cos 0 + 7?” = 


Sng: rsin@ 
j sin rê = Tar cos OFF 


برهن أنه إذا وجد لمتتابعة ما Old » Ue‏ هذه النباية تكون وخيدة 


FÊ r" cos nd = 
amd 


-Sa-5  نأنهريفع‎ sS 0613‏ 
إذا كان Ean=s‏ › فبرهن أن ez = eS‏ ¥ حيث she‏ عدد مركب 
برهن أنه إذا كان 2 هو نباية whl‏ (....8-1,2) .2 > فإنه يوجد عدد حقيقى 

مرجب M‏ بحيث 1 >|.2| لجميع « . 
اقتراح : لاحظ أنه يوجد عدد صحيح موجب ng‏ بحيث 


S |z| + |z.—2z] > |z| +1 :‏ ادا 
n>no OS Wb‏ 


برهن أنه إذا كان 2 هو نهاية الممتابعة التقاربية lelSM OS yc 2. )١=1,2,.:.(‏ 
لجميع ص فان مم دإءاء 


wo المتسلسلات‎ 


اقتراح : لاحظ أن الفرض 4 <|ء| يستلزم وجود عدد صحيح موجب ره بحيث 
اأ > )24 - 2| طالما كان n> mo‏ ؛ ومن ثم استخدم Aula‏ ]20 -2| ك [zal‏ - |2| 
للحصول على التعاقض Ob‏ £ <|ء| طالما كان 26 < ۸ . 
ev‏ - متسلسلة تايلور Taylor Series‏ 


نبرهن الآن واحدة من أهم نظريات هذا الباب » ألا وهى نظرية تايلور 

نظرية : لتكن ‏ دالة تحليلية لجميع نقاط داخلية دائرة Co‏ مركزها م2 ونصف 
قطرها وہ . عند أى نقطة Mies bs‏ وت یکول 
وم :+ 0 1+ ...+ zq?‏ م ® + روه - IO) = Slee) +P GN‏ 


وهذا يعنى أن متسلسلة القوى أعلاه متسلسلة تقاريية مجموعها : Wt‏ كان 


عم > إمة - lz‏ 


شكل 47) 


مفكوك t@)‏ المعطى بالصيغة )١(‏ هو متسلسلة تايلور للدالة )5 حول النقطة و2 . 
ونشير إلى أن هذا المفكوك هو متسلسلة تايلور المعروفة فى مبادىء ple‏ التفاضل 
والتكامل » وذلك عندما تكون جميع حدود المفكوك اعداداً حقيقية . 

لبرهان النظرية نعتبر أى نقطة ثابتة ع فى داخلية الدائرة Cy‏ . إذا كان - امه - | 
فإن مم>م. إذا كانت و أى نقطة على دائرة Cy‏ مركزها م ونصف قطرها ry‏ حيث 
> > فإن = إم» -ء| ( شكل (EV)‏ . حيث أن 2 نقطة فى داخلية Cy‏ 
وأن ۴ تحليلية لجميع نقاط الدائرة ,€ وداخليتها » فإنه يمكننا استخدام صيغة تكامل 


كوشى » وعليه يكون 
Js) ds‏ 
فق Ss‏ ,)10-55 
حيث C1‏ موجهة ف AZ‏ الموجب. 
الآن 1 1 1 1 


'(م- 20/6 -2) — 201 ~3 )%—@—)%—§( 2د 


171 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وحيث أنه لأى ate‏ رکب e‏ لا يساوى ١‏ › يكون 


1 
سدم‎ =1+e+ e te pity cal : 
I-e l-e 


( انظر تمرين )18( بند (5) )2 فإننا حصل على 


20 - 2 1 ` “لمت (z=‏ 4 ... رتحة 

| توصب (ميحمٌ) + ++« 
وعليه فإن 

I S(s)‏ _ مر 
s—2z y= 20 Gaz‏ 


(s)‏ چ 


20) )2 - 2" + (2 - 29)" 


+20 
f(s)‏ 
(s — zs — zo)"‏ 
نكامل الآن كل حد من هذه الحدود حول Cy‏ موجها فى الاتجاه المضاد لعقارب 
الساعة . إذا قسمنا كلا من طرف المعادلة - بعد إجراء هذه التكاملات - على :27 
واستخدمنا الصيغة (۲) فضلا عن الصيغ الآتية للتكامل ( ceyy why‏ 


opr AI) 201,20,‏ أو 


فإنا نغصل على 
م ° ويه بحس FD Go‏ ...+ وه = هارت SEN +I‏ هال 
حيث 
oe. 4‏ | اشح - Rye)‏ 
حيث أن |z—29|=r‏ و ۶= |s—zo|‏ » يكون 


ديم د 2ol‏ - جا - إمج - و[ < | - وا 


وعليه فإذا أخذنا 84 لتكون القيمة العظمى للدالة )4 على Cy‏ فإن الصيغة )٤(‏ تعطى 


N 
RS نج‎ aren 
ob rr, <1 وحيث أن‎ 
jim Ru(2) = 0. 
وعليه فإنه عند أى نقطة + فى داخلية ,© تكون نباية مجموع 8 من حدود الطرف‎ 
إلى اللانهاية . ومعنى هذا أنه إذا‎ N الأيمن للمعادلة )1( هو ()۴ وذلك عندما تؤول‎ 
؛ يمكن تمثيلها‎ ob To ونصف قطرها‎ tg فى داخلية دائرة مركزها‎ UL ۴ كانت‎ 


sy eel! 


بمتسلسلة تايلور على الصورة : 

)9( عع 9 ير + ae flea)‏ > اا 

وفى الحالة الخاصة التى bad OST‏ 20-0 فإننا frat‏ على متسلسلة ماكلورين 
Maclauria Series‏ : 

7 fo, 0) رم‎ 


S(2) = f(0) +‏ عندما Fo‏ > |2ا 


Observations and Examples ملاحظات وأمثلة‎ - 0A 
عندما تكون ۲ دالة تحليلية لجميع نقط داخلية دائرة مركزها و » فإن متسلسلة‎ 
تكون تقاربية بكل‎ (OV) بند‎ )١( تايلور حول وه والممثلة بالطرف الأيمن من معادلة‎ 
لكل نقطة × فى داخلية هذه الدائرة » وهذايعنى أننا لا نحتاج إجراء‎ tte) تأكيد ومجموعها‎ 
اختبار تقارب للمتسلسلة . وف الواقع فإن نظرية تايلور تبين أن هذه المتسلسلة تقاربية‎ 

ونبايتها هى )4 داخل دائرة مركزها zg‏ ونصف قطرها هو المسافة بين مج 
وأقرب نقطة 2 تكون عندها الدالة ۴ غير تحليلية » وفى بند (VY)‏ سنبين أن هذه 
الدائرة هى أكبر دائرة مركزها 20 تكون فى داخليتها هذه المتسلسلة تقاربية وتكون 
نهايتها at ta)‏ النقاط ‏ فى داخليتها . 

فى المثال الأول سنعطى مفكوك ماكلورين fae WW‏ . فى هذهالحالة 
fre) =‏ وبالتالى 1= (0)ر . وحيث أن م تحليلية عند كل نقطة a‏ فإننا نمحصل على 


|z| > © عندما‎ eat hs () 
Geel (Ny المنكرلة‎ Op eden لاحظ أنه عند مدا کون‎ 
ents y= 
لطا‎ he 
. × صحيح لأى عدد حقيقى‎ oe 
أن‎ es whee 
28-1 
{z| > عندما م‎ sin z= ل‎ )- 1 res Di ™ 
عع‎ 
|| > عندما م‎ cosz=1+ aXe 1" (v) 
0 28-1 
©»>|إ2|‎ ١ عندما‎ sinh 2 = 22-7 (5 
2 
|z| > عندما م‎ cosh z = 1+ Son ani (°( 
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ومثال oT‏ لمتسلسلة ماكلورين هو المفكوك GW‏ الذى يمكن الحصول عليه بسهولة 


= 1 
Tz (Dz (ed)‏ عندما 1< |2 
بوضع 22 بدلا من 2 فى هذا المفكوك فإننا pat‏ على 
a de‏ = عندما [Z}<1‏ 


وذلك Ub [27] <1 oY‏ 1> |2| . بوضع ء- =+ فإن المفكوك (A)‏ يعطى W‏ 
مجموع المتوالية( المتسلسلة ) الحندسية Geometric series‏ اللانبائية حيث > هو أساس هذه 


المتوالية » أى أن 
(Y)‏ ا 0 عندما 1>إء| 
عندمايكون 0+ Ob‏ مشتقات الدالة ‏ “ 2-2)/ هى 
J(2) = (~1ratze-! (n=1,2,...)‏ 
وعليه فإن !*(1-) = (1)©/ ؛ ومنه نجد أن متسلسلة تايلور لهذه الدالة حول 1 -جهى 
5 1 
(DE =. (A)‏ 2 


وحيث أن الدالة ‏ تحليلية عند كل نقطة reo‏ فإن المفكوك المعطى بالمعادلة 

.|2-1|>1 يكون صحيحا طلما‎ (A) 

كمثال آخر سنوجد مفكوك الدالة . 

0 ) ل - 375 =)@1 

1+2 2ے وچ 5 

فى صورة متسلسلة تحوى قوى 2 الموجبة والسالبة سواء . لاحظ أنه لا يوجد متسلسلة 

ماكلورين للدالة )6 المعطاه أعلاه > وذلك OY‏ هذه الدالة ليست تحليلية عند 
2-0 . ومن ناحية أخرى فقد أمكننا إيجاد متسلسلة ماكلورين للدالة (2 + 1/)1 

( معادلة (5) ) . وعليه فإنه عندما يكون 2|>1| >0 Had‏ 

1 + 2z 


1 
:تج 2ج اج +2-1) ود 


1 1 
تج 2 اج 2-14 + جه م 
ج 2 


ome 
2 (2-۳ اثبت أن‎ - 
Is] > عدا‎ =+ SH ا‎ 
اثبت أن‎ - ۲ 
Jz+1|<1 عندما‎ gpg I+ Det Det iy (ty 
1 1 1 اب 2-2 ۾‎ 
jz-2|<2 عندما‎ arate nF) رب‎ 


المسلسلات 1584 


۳ - اوجد متسلسلة تايلور للدالة cosz‏ حول النقطة 2/-2 

4 - اوجد متسلسلة تايلور للدالة 2 sinh‏ حول النقطة 2-7 

0 - ما هى أكبر دائرة تكون فى داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة < tanh‏ متسلسلة تقاربية 
وذات نباية 2 tanh‏ لجميع النقاط 2 فى داخلية هذه الدائرة ؟ اكتب الحدين الأوليين غير 
الصفريين من هذه المتسلسلة . 

5- إذا كان |z|<4‏ >6 فبرهن أن 

toe 
42-22 two ع‎ 1 

¥- استخد م التعريض 1ج -: فى متسلسلة ماكلورين )1( من بند (OA)‏ للحصول على 
yz  ةلادلل Los‏ فى صورة متسلسلة تقاربية فى قوى ‏ 2-1 » وذلك عندما 
[Z-1]<1‏ لاحظ أنه يتعين أن تكون نتيجتك متفقة مع متسلسلة تايلور المذكورة 
فى المعادلة (A)‏ من نفس البند ٠‏ 

A‏ - استخدم التعويض 1 - ج -:: ف المفكوك )1( من بند (OA)‏ وكذلك شرط صلاحية هذا 
المفكوك لتحصل على مفكوك له وجود للدالة :-(2+]) » فى جميع القوى السالبة للعدد , 
الم ركب 2 وذلك لجميع ٠|2|<1‏ 
الإجابة zr:‏ = نرج +0 

4 - إذا كان 240 فيرهن أن 

sin(z7) عم‎ z? 26 مار‎ 
7 FHS 7 

٠‏ - اوجد Ans‏ للدالة 

TEED‏ مار 

على صورة متسلسلة تقاربية Yule‏ (6)2 تحوى قوى 2-1 الموجبة والسالبة وذلك جميع 

النقاط z‏ التى تحقق 2 >|1 -2]| > 0 


الاجابة : e 2-٣‏ كيد 
9 لت عد محر مر 


04 — متسلسلة لوراك Laurent Series‏ 
لتكن ٠,‏ .ر دائرتين متحدق المركز . إذا كان المركز المشترك طاتين الدائرتين هو م2 
وكانت انصاف أقطار مارم رہ بحيث ,م > د٣ا(‏ انظر شكل 48) فإن نظرية لوران تنص على 
نظرية : إذا كانت ؟ دالة تحليلية على كل من Oc)‏ وعند كل نقطة من نقاط داخلية 
المنطقة الحلقية بين هاتين الدائرتين › فإن الدالة (5)2 يكون ها عند كل نقطة z‏ من نقاط 

GW على صورة المفكوك‎ af هذه المنطقة‎ 
J(2) = Siete ~ zo)" + F 


a ) 
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Sal f(s) ds 

File Gea اللا بيو‎ (0 
at fa 98 

b= 55 (8 — 2) 7*! (n=1,2,...), () 


مع مراعاة أن مسار كل من التكاملين موجها فى اتجاه مضاد لدوران عقرب الساعة. 


)٤۸( شكل‎ 


المتسلسلة السابقة يطلق tale‏ متسلسلة لوران . إذا كانت ۴ دالة تحليلية على Cy‏ وعند 
كل نقطة لا تساوى zy‏ من نقاط داخلية Cy‏ » فإنه يمكن جعل ,م صغيرا كيفما نشاء . 
وفى هذه الحالة يكون المفكوك )١(‏ صحيحا عندما 
عض > |z—z|‏ > 0 

إذا كانت ؟ تحليلية عند جميع نقاط Cy‏ وداخليتها » فإن الدالة1+"-(2 - 2(/)2)/ تكون 
تحليلية على الدائرة Cp‏ وعند جميع نقاط داخليتها وذلك لان 0 > 1 + »-. وعليه فإن قيمة 
التكامل المعطى بالصيغة )1( هى الصفر 6 ويؤول بذلك المفكوك )١(‏ إلى متسلسلة 
تايلور . 
وحيث أن الدالتين +"(مج - SMe‏ و**-(مع - )/()/ تحليليتان عند جميع نقط المنطقة 
الحلقية ,م > إوت - 2| ک دم » فإنه Ke‏ استخدام أى GUS‏ مغلق بسيط © حول هذه 
الحلقة وموجها فى الاتجاه الموجب ليكون مساراً للتكامل بديلاً للمسارين 2,٥1‏ ( انظر 
تمرين(؟)بند )٠١(‏ ) . ووفقاً لذلك فإن متسلسلة لوران Se‏ كتابتبا على الصورة 


6( < 2~ 2|<( مدعي Û‏ هار 
حيث 
(ه) - .)...,£2 ,1+ ,0= ans, joo (n‏ 
وبطبيعة الخال فإن بعض هذه الثوابت ينعدم فى بعض الحالات الخاصة . وعلى سبيل 
المثال فالدالة 


f= (le= 11> 0), 


التسلسلات لفن 


لها مفكوك على الصورة )٤(‏ حيث! = وت وفى هذه الحالة يكون1 > همف حين تنعدم بقية 
الثوابت الأخرى » وهذا متفق تماماً مع الصيغة )0( التى يكون فيب © أى BUS‏ امغلق, 
بسيطيحوى النقطة 20-1 و موجها فى الاتجاه الموجب . 

الثوابت التى نجدها فى المفكوك (4) يمكن الحصول عليها بطرق أخرى لاتستخدم فيها 
الصيغة )0( . وعلى سبيل المثال hare‏ 


ete (lz| > 0), 


(lz| > 0) 


n!z" 

يمكن الحصول عليه من مفكوك ماكلورين للدالة ‏ م . وسنرى فى بند (WT)‏ تفرد 

مثل هذين القثيلين » وعليه فإن كلا منهما هو متسلسلة لوران عندما 20-0. 

والآن لبرهان النظرية او ل ل سين فإن 

rer ae Rina o‏ = زمار 
هذه المعادلة صحيحة على ضوء الملاحظات الواردة فى نهاية بند (OY)‏ الخاصة بصيغة 
JMG‏ كوشى التى يكون فيا مسار التكامل هو الحدود الموجهة لنطاق متعدد الترابط . 
ولتبيان التفصيلات فى حالتنا الخاصة هذه نعتبر دائرة × » حول النقطة 2 موجهة فى 
الاتجاه الموجب » وبحيث تكون » واقعة بأكملها داخل النطاق الحلقى ( شكل 
(£A)‏ . إذا استخد منا OW‏ نظرية كوشى - جورساه فى صورتها الأعم والتى تشمل 
الدوال التحليلية فى منطقة مغلقة داخليتها نطاق متعدد الترابط ( بند (49) ) فإننا hat‏ 


OLE تقهز‎ OL على‎ 


ce, be c SZ x 35-2‏ 
ووفقا لصيغة تكامل كوشى 6 OP‏ قيمة قيمة التكامل الثالث ( الذى مساره CK‏ ھی e2nif{z)‏ 
ومنه نجد أن المعادلة )1( متحققة . 
استرشادا ببرهان نظرية تايلور » فإننا يمككن أن نكتب الدالة المكاملة فى التكامل 
الأول ( حول (Cy‏ من المعادلة )1( على الصورة 
هار SO‏ , هال ے هال 


$-Z S$—% Gane er ى‎ Zo)" 


)2- zo" (Y) 


Sis) 


+ (2~ 20)" (s— 2()5- 2" 


Styl! we‏ المركبة وتطبيقات 


أما بالنسبة للتكامل الآخر من نفس المعادلة (١)»فإننا‏ نلاحظ أن 
1 1 1 1 


ومنها Jad‏ على المنساوية 
A) 1 5‏ اریم ل _ 


5-2 2-2o -ى)‎ 20 ^ )2 - 202 0 (A) 


I01 af), 


(s — 2) 7*1 "د جم‎ )2-2o" zs 
وعليه فإن معادلة )1( تعطى‎ 


J(2) = مه‎ + a,(z — 2o) + °°° + ج)ر_بره‎ — 2o)" 1 


Dı 


b, b 
rs ارج ري‎ 20 
وحيث‎ (T) حيث 62 , .8 أعداد مركبة تعطيهما الصيغتان (۲) و‎ 
م م "لمر‎ 
Re) = e, (8 — 2S = 20)" 


= 1 (s - 20)" f(s) 
Qn(2) = 2ni(z — zo)" ا‎ 2-5 2 
N تؤول إلى الصفر عندما يؤول‎ Ruz) لاثبات أن‎ OW ora > ١ > ,م‎ Ob r= |2 - 20] إذا كان‎ 
إلى اللانهاية اتبع نفس الخطوات المناظرة والتى اتبعت فى استخلاص نظرية تايلور . إذا‎ 
فإن‎ Cy كانت 88 هى القيمة العظمى لقم الدالة إ()/| على‎ 
N 
ا‎ s (2) : 


7 SAU 
إلى اللانايةهو بهذا يكتمل برهان نظرية‎ ١ ومنه نرى أن(z) ,ر0 تؤول إلى الصفر عندما يؤول‎ 
. لوران‎ 


Further Properties of Series خواص أخرى للمتسلسلات‎ - +٠ 


إذا كانت المتسلسلة 
4 د 
من الأعداد AI‏ كبة رر + ,بر = ,ع متسلسلة تقاربية » فإننا نعلم من نظرية (۲) بند CON)‏ أن 
كلا من المتساسلتين 
00 ل ل 


35 n=l 
كنا نعلم أن الشرط اللازم لتقارب متسلسلة لا نهائية‎ Uy . تكون متسلسلة تقاربية‎ 


wr المتسلسلات‎ 


حدودها أعداد حقيقية هو أن يؤول الحد الذى رتبته ۾ إلى الصفر عندما يؤول ۾ إلى 
اللانهاية » فإننا نستنتج أن كلا من رر , .د من (۲) يرول إلى الصفر عندما يؤول « 
إلى اللانهاية » ومنه تقترب tg‏ من الصفر . من هذا نجد .أن الشرط 
)"( احج 
لازم ابتداء لتقارب المتسلسلة )١(‏ .ومن ذلك يتضح أن حدود si‏ متسلسلة تقاريية من 
الأعداد المركبة تكون فة محدودة {Bounded‏ بمعنى أنه يوجد عدد حقيقى ثابت M‏ 
بحيث ale‏ لجميع الأعداد الموجبقم . 

افرض أن المتسلسلة )١(‏ مطلقة التقارب et Absolutely convergent‏ أن متسلسلة 
الأعداد الحقيقية 5 5 

Live + ye‏ = م 

تكون تقاربية . يتضح لنا الآن من اختبار المقارنة لمتسلسلات الأعداد الحقيقية أن كلا 
ا 


دم 9 اا 
تكون متسلسلة تقاربية » وعليه فإن كلا من المتسلسلتين (؟) تكون مطلقة التقارب . 
وما كان التقارب المطلق لمتسلسلة أعداد حقيقية يستلزم بالضرورة تقارب المتسلسلة 
نفسها » فإننا نستنتج أن كلا من المتسلسلتين (؟) تكون متسلسلة تقاربية . لكننا نعلم 
أن تقارب المتسلسلتين (؟) يعنى تقارب المتسلسلة )١(‏ . من ذلك يتبين لنا أن التقارب 
المطلق لمتسلسلة أعداد مركبة يستلزم بالضرورة تقارب المتسلسلة نفسها . 
سنبرهن الآن نظرية هامة خاصة بتقارب متسلسلات القوى . وهذه النظرية » تماماً 
كنتائج أخرى عديدة ستأق فى السياق » يمكن تطبيقها على متسلسلة القوى العامة 
Saute - zo"‏ 

LS,‏ سنكتفى ببرهان النظرية فى الحالة التى تكون فيبا ‏ 20-0. وبرهان الحالة 
العامة هو فى الأأساس نفس البرهان المستخدم هنا » ذلك أن الكثير من النتائج التى نحصل 
علیہا يمكن تعميمها بمجرد وضع م22 بدلا من 2 فى بعض الصيغ 

نظرية : متسلسلة القوى 1 
2 
التقاربية عند 0 # ,2 = دتكون مطلقة التقارب لكل قيمة للعدد المركب + تحقق |ر2| > lz]‏ 

لما كانت المتسلسلة تقاربية as Ob‏ الحدود az,"‏ تكونمحدودة وعليه يوجد عدد 


We‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حقيقى موجب M‏ بحيث 


a,2,"|< M (n =0,1,2,...) 
\a,21"| Ss 
2| < |z د كد حيث‎ 
كا > اما‎ 1 2 | 
95 إذد‎ 
lat = "يديا‎ Ef > علد‎ 
1 | 


الآن فالمتسلسلة التى حدودها هى الأعداد الحقيقية الموجبة ۸ هى متسلسلة هندسية 
تقاربية وذلك لأن1 > » .وعليه يمكننا استخدام اختبار المقارنة فى نظرية المتسلسلات ذات 
الحدود الحقيقية لنستنتج أن المتسلسلة 8 
اا 

متسلسلة تقاربية » وبذا نكون قد استكملنا برهان النظرية . 

يتضح لنا من النظرية السابقة أنه توجد دائرة مركزها نقطة الأصل بحيث تكون 
داخليتها منطقة تقارب لمتسلسلة القوى (4) . وأكبر دائرة مركزها det‏ الأصل بحيث 
تكون المتسلسلة (4) تقاربية عند كل نقطة من نقاط داخليتها تسمى دائرةتقارب 
Circle of convergence‏ المتسلسلة . وبطبيعة الحال فإن المتسلسلة لا os‏ أن تكو rs)‏ 
تقاربية عند Gl‏ نقطة ر خارج هذه الدائرة » وذلك وفقاً للنظرية السابقة التى تنص 
على أنه إذا كانت المتسلسلة تقاربية عند وع فإنها تكون تقاربية عند كل نقطة من داخلية 
دائرة مركزها نقطة الأصل ومارة بالنقطة ر » وهذا يخالف تعريفنا لدائرة التقارب . 

إذا استبدلنا ج بالنقطة zy‏ فى (5) فإننا نحصل على المتسلسلة 


3 a,(Z — Zo)”. (°) 


n=0 
المناقشة السابقة تبين لنا على الفور أنه إذا كانت المتسلسلة )0( تقاربية عند ودع فإنها‎ 
tp فى داخلية الدائرة التى مركزها‎ z تكون مطلقة التقارب عند كل نقطة‎ oly لابد‎ 
. والمارة بالنقطة 21 ؛ وهذا يعنى أنها مطلقة التقارب عندما‎ 
| - 2ol < |21 ¬ zol- 
وبنفس الطريقة » إذا كانت المتسلسلة‎ 
3Þ, 
فى, خارجية‎ z بالضرورة مطلقة التقارب عند كل نقطة‎ OSG تقاربية عند 2-21 » فإنها‎ 
والمارة بالنقطة 21 . وهذا يعنى أن خارجية دائرة ما.مركزها م2‎ 2g الدائرة التى مركزها‎ 
هى منطقة تقارب هذه المتسلسلة‎ 


المتسلسلات لين 


Uniform Convergence التقارب المنتظم‎ - ١ 
© 2-0 ولتكن ادم متسلسلة قوى حول‎ » HE هى الدائرة‎ Cy لتكن‎ 
نستخدم هذه المتسلسلة لتعريف الدالة التالية والتى‎ . Cy داخلية‎ Lis تقاربية لجميع‎ 

نطاق تعريفها هو ,۶> |2| : 


S(z) = r 0)‏ 
سنعتبر. OV‏ دالة الباق التالية والمعرفة على نفس نطاق تعريف 2S)‏ 
Ry(z) = S(2) "Taye. 3‏ 


وحيث أن متسلسلة القوى تقاربية عند أى قيمة ثابتة oud‏ الم ركب 2 والذى يحقق 
المتباينة,7 > |2إءفإننا نعلم أن الباق Ryle)‏ يؤول إلى الصفر » لمثل هذه القيمة للعدد الم ركب 
ء » وذلك عندما يؤول ١‏ إلى اللانهاية ؛ وهذا يعنى أنه لأى قيمة معطاة للعدد ال ركب × 
Ot‏ .م>|2| يوجد عدد صحيح موجب N,‏ مناظراً لأى عدد حقيقى 
موجب CAF‏ 
N>N, UL |R,(2)| > e ()‏ 

و بطبيعة الحال فإن الشرط )1( يكون متحققا إذا أخذنا ع بحيث|ي2| ك |۶| و ,م > ادداء 
ومن ناحية أخرى فإنه LX‏ برهان أن أى عدد حقيقى موجب ء يناظره قيمة مفردة 
مختارة للعدد ,۸ يكون معها الشرط )1( متحققا بغض النظر عن القيمة الختارة للعدد 
المركب ‏ فى القرص الدائرى المغلق || ك |2| ٠وفى‏ مثل هذه الحالة التى 
نحن بصددها والتى يكون فيا اختيارنا للعدد ,۸ يعتمد فقط على 8 ولیس على أى 
اختيار معين للنقطة * فى المنطقة المعطاه » يسمى التقارب تقاربا منتظما 
Uniform 222000‏ فى هذه المنطقة . 

ولبرهان التقارب المنتظم لمتسلسلة القوى أعلاه فى المنطقة [ea‏ ك cle]‏ نلاحظ ابتداء أنه 
لأى عددين موجبين صحيحين Nm‏ بحيث m>wN‏ يكون 


da 2 s¥ ك "| 2ااءها‎ = lanl lz2|" = laz. (6) 
هى الباق‎ HEM إلى‎ m ونهاية الجموع الأخير عندما يؤول‎ 
E 2 lan22|” )٥( 


بعد N‏ حدا من متسلسلة القع المطلقة لحدود المتسلسلة )١(‏ عندما يمع . ونعلم 
من نظرية البند السابق of‏ المتسلسلة )١(‏ تكون مطلقة التقارب عندماءة = 2.نلاحظ الآن 


wr‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


أن .© هو باق لمتسلسلة تقاربية » وعليه فإن Ov‏ يرول إلى الصفر عندما يقترب 
لا من اللانهاية . ومعنى هذا أنه GV‏ عدد حقيقى موجب م » يوجد عدد صحيح 
+ بحيث | > Oy‏ طالما,۸ < ۸ .و LUIS‏ فإن حدود المتسلسلة التى يكون ,© باق 
لها هى حدود غير سالبة » وبالتالى فإن 
Qn.‏ ك lal"‏ 
إذن » فوفقا للعلاقة )٤(‏ يكون 
Qn a)‏ كات 
لكل عدد صحيح Sim‏ من ۸ . ولكننا - وفقا للمعادلة )1( - نعلم أن 
Ry(z) = lim ¥ a,‏ 


mo REN 


ale y‏ يكؤن 
N>N, Ul | Ru(z)|S Ov <8 (Y)‏ 
( انظر تمرين )4( بند(57) )ءالآن .۸ لا تعتمد على 2 فى النطاق felSlzo}‏ ؛ 
ولذلك فإن التقارب يكون تقاربا منتظما . 
نذكر OW‏ نص النتيجة التى توصلنا Ul]‏ عاليه على الوجه التالى 
نظرية : متسلسلة القوى )١(‏ منتظمة التقارب لمجميع النقاط z‏ على وفى داخلية أى 
دائرة تقع فى داخلية دائرة تقارب المتسلسلة. 


a GH! المجموع‎ 

Su(z) = D az" 
ty للمتسلسلة )1( هو كثيرة حدود فى + » وبالتالى فهو يشل دالة متصلة عند أى نقطة‎ 
أيضاً دالة متصلة عند‎ Jor Ste) نختارها فى داخلية الدائر © . نبرهن الآن أن المجموع‎ 
6 ؟ وهذا ي يعنى أنه لكل عدد حقيقى موجب 68. » يوجد عدد حقيقى موجب‎ 22 


Wh |5)2- SG) < e (A)‏ = 8>اوت-2| 
لاثبات ذلك نلاحظ أولا أن المعادلة 
’ (2)برظ + Sy(2)‏ = (ع)ى 
تستلزم أن 
Ru(2) - Ruler),‏ + (وق)برك - S(z2)| = [Sy(2)‏ - (2)ى| 
أى أن 
S(z) - St2)| s | Sy(z) - Sw(Z2)| + | Rw(2)| + | Rn(z2)! (4)‏ | 


إلا أن التقارب المنتظم الذى تبيناه lal‏ يقتضى ‘Spey‏ عدد صحيح OM,‏ بحيث 


WY الخسللات‎ 


60 > اهمها N>M,  \b‏ 
حيث 2 أى نقطة تنتمى إلى قرص مغلق مركزه نقطة الأصل ونصف قطره أكبر من 
|22 وأصغر من نصف القطر وم للدائرة Cy‏ وعلى وجه التخصيص فإن المتباينة 
> اهمها تكون متحققة لجميع النقاط المنتمية إلى جوار 5 > |رء - | للنقطة جد والذى 

يمكن اختیاره صغيرا صغرا كافيا بحيث يقع داخل القرص المغلق المعنى. 

ومن ناحية أخرى ob‏ كثيرة الحدود 5,02 تكون متصلة عند رع GV‏ قيمة للعدد 
۸ . وإذا أخذنا 1 + M,‏ = /8 على و جه التخصيص » فإنه يمكننا اختيار قيمة صغيرة صغرا 
كافيا للعدد الحقيقى 8 بحيث 

> 5-52 طلا 8>اءه-2ا 

ومن ذلك يتضح أن الشرط (A)‏ يكون متحققا » إذا أحذنا؟ + ,۸4 = GN‏ المتباينة (A)‏ . 

وبهذا الشكل نكون قد برهنا أن متسلسلة القوى تمثل دالة متصلة فى المتغير SM‏ 
عند كل نقطة من نقاط داخلية دائرة تقارب هذه المتسلسلة . 

والآن إذا وضعنا العدد مج أو معكوسه (,2-2)/. بدلا من 2 ء فإنه يمكننا 
مباشرة تعمم النتائج السابقة > وذلك بعد إجراء التعديلات الواضحة » لتشمل 
المتسلسلات 5 50 
وعلى سبيل المثال » إذا كانت المتسلسلة الثانية تقاربية فى الحلقة ار >اا20 - 2| ك ny‏ فإنها 
تكون منتظمة التقارب عند جميع نقاط هذه الحلقة وأن مجموعها يكون دالة متصلة 
فى المتغير المركب z‏ عند جميع نقاط هذه المنطقة . 
7 - تكامل وتفاضل متسلسلات القوى 

Integration and Differentiation of Power Series 

لقد بينا فى البند السابق أن أى متسلسلة قوى تمثل دالة متصلة 8 عند جميع نقاط 
داخلية دائرة تقارب هذه المتسلسلة . وسنبين فى البند الحالى أن ك هى ف الواقع دالة 
تحليلية على داخلية دائرة التقارب . 

نظرية ١‏ : ليكن © كفافاً فى داخلية دائرة تقارب متسلسلة القوى 
Ste) = az 0‏ 


ولتكن g‏ أى دالة متصلة عند جميع نقاط © . المتسلسلة التى نحصل عليها بضرب كل حد 
من حدود متسلسلة القوى فى )ع تكون قابلة للتكامل حداً حداً على امتداد © , أى أن 


\WA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


J 9s dz= Sa 27و‎ dz. on 
حيث أن المجموع 80 لمتسلسلة القوى يمثل دالة متصلة » فإن تكامل حاصل الضرب‎ 
SE) = "Sao + a2) Rul), 

» حيث (8,)2 هو باق المتسلسلة بعد ۸ حداً » له وجود . ولما كان كل حد من حدود 
هذا المجموع الحدود هو دالة متصلة فوق الكفاف © » فإنه يكون بطبيعة الخال قابلاً 
للتكامل على امتداد © . وبالتالى OB‏ تكامل ADR)‏ له وجود ويكون 
de + f g(DR(E) dz. 4‏ هاي[ fas) dz = a,‏ 

لتكن 88 القيمة العظمى للدالة |(15)2 فوق © »ء وليكن 1 هو طول © . وحيث 
أن متسلسلة القوى المعطاه منتظمة التقارب ( بند (51) ) » فإنه يمكننا إيجاد عدد 
حقيقى ,۸ مناظراً لكل عدد حقيقى موجب معطى ۾ بحيث 

N>N, ULL | Ry(z)| > € 

وذلك لجميع نقاط الكفاف © . 


وحيث أن كلا من e‏ و N.‏ لا يعتمد على 2 » فإننا نجد أن 
N>N < Mel‏ 


8 


J 9@)Rq(2) dz‏ | طالما 
إذن فمن (T) Daler‏ يكون 
dz = lim ‘Sa, [9@z" dz.‏ | 

وهى LE‏ المعادلة (؟) المطلوب برهاتها . 

إذا كانت 1= (2)و لكل نقطة 2 من نقاط أى GUS‏ مغلق بسيط © فى داخلية دائرة 
تقارب المتسلسلة المعطاة ¢ OW‏ 

dz = | ade =0 (n =0, 1,2,...).‏ “هاف ل 

وبالتالى فإننا fat‏ من معادلة )1( على 
dz =0‏ كل 


لأى GUS‏ مغلق بسيط ف داخلية دائرة التقارب ؛ ووفقاً لنظرية موريرا ( Ae‏ (85) ) 
ob‏ الدالة ك تكون تحليلية على داخلية دائرة التقارب . وهذه النتيجة التى توصلنا إليها 
هى منطوق النظرية التالية 


المحسلسلات ۷4۹ 


نظرية ۲ : أى متسلسلة قوى تئل دالة تحليلية ant‏ نقاط داخلية دائرة تقارب 
هذه المتسلسلة ٠‏ 
كثيراً ما تستخدم نظرية )1( لبرهان تحليلية الدوال أو الحساب النهايات . ولتوضيح 
ذلك سنبرهن أن الدالة 


sin 2 

5 0 

f= (z #0) 

(z =0)‏ 1 
دالة شاملة . حيث أن متسلسلة ماكلورين لدالة الجيب تؤول إلى sine‏ لجميع 2 » فإن 
المتسلسلة 
ee a )‏ 

1-545 - =14+ )- 1" a ( 


التى نحصل عليها بضرب كل حد من حذود مفكوك ماكلورين للدالة sin‏ فى 1/z‏ 

هى متسلسلة تقاربية مجموعها (2)كر حيث z0‏ . لكن المتسلسلة )4( تؤول إلى flo)‏ 
عندما يؤول العدد المركب 2 إلى الصفر .و بالتالى فإن الدالة ()1 تمثلها متسلسلة القوى 
التقاربية )٤(‏ لجميع z‏ وهذا يعنى أن الدالة )6 دالة شاملة . وحيث أن ۴ متصلة 
عند 2-0 و (©)/-2(2هن) ‏ عندما 2۶0+ OS‏ 


lim A = lim FE) = f(0) = 1. (0) 


وهى نتيجة نعرفها سلفا » ذلك أن النباية فى )0( هى تعريف مشتقة الدالة 2 sin‏ عند 


7=0 . 
لاحظنا فى بند (OA)‏ أن متسلسلة تايلور لدالة 6 حول نقطة مع هى متسلسلة تقاربية 
fe) aly‏ عند كل نقطة + فى داخلية دائرة مركزها zg‏ ومارة بأقرب نقطة رع لا تكون 
عندها ۴ تحليلية . ووفقاً لنظرية (۲) » نعلم أنه لا توجد دائرة مركزها م وأكبر من 
هذه الدائرة بحيث تكون متسلسلة تايلور للدالة 6 تقاربية وتؤول إلى te)‏ عند كل نقطة ‏ 
من نقاط داخلية هذه الدالة الأكبر ؛ وسبب هذا هو أن وجود مثل هذه الدائرة يستلزم 

بالضرورة أن تكون 6 تحليلية عند و< ما يخالف الفرض . 

وعلى al‏ حال فإنه يجب مراعاة أنه حتى بفرض عدم وجود دائرة أكبر مركزها ر 
بحيث تؤول متسلسلة تايلور للدالة ۴ إلى ()۴ عند كل نقطة من نقاط داخلية هذه 
الدائرة » فإنه من المحتمل أن تكون متسلسلة تايلور نفسها متسلسلة تقاربية عند كل 
نقطة من نقاط داخلية هذه الدائرة . فعلى سبيل المثال » الدائرة 1 -|ج2| هى أكبر دائرة 
مركزها نقطة الأصل تكون فى داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة (1 - ee - lz‏ = ()/ 


VAs‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تقاربية ونبايتها (5)2 zack‏ حيث 1 »|21١>‏ ومع ذلك فإن هذه المتسلسلة تكون تقاربية 
لجميع نقاط المستوى المركب 
النظرية التالية هى » بشكل ماء قرين نظرية )١(‏ 
نظرية " : متسلسلة القوى )١(‏ يمكن اشتقاقها حدا حدا بمعنى أنه لكل نقطة 2 
من نقاط داخلية دائرة تقارب المتسلسلة يكون 
S(@)= a zt Cy)‏ 
لبرهان النظرية Jet‏ أى نقطة ء فى داخلية دائرة تقارب المتسلسلة » ونعتبر كفافا 
مغلقاً بسيطاً © داخل هذه ا اعتبر الدالة 
0 لب - وو 


و 

المعرفة عند كل نقطة و من نقاط © . حيث أن الدالة 

Si) = Yaz 
n=O 


E O ie eee ee 


S(s) ١ 
| 05 ds - علد‎ = 
» وفضلاً عن ذلك‎ ) (OX) dy )۲( وذلك باستخدام القثيل التكاملى للمشتقة ( معادلة‎ 


: فإن‎ 
1 4 
رد‎ Goat (n=0,1,2,...). 

وعليه فوفقا لمعادلة (۲) يكون 


S(2) = Sar م‎ raz. 


j ds = 


وذلك مع مراعاة أن و تلعب هنا دور 2 فى ah‏ 2( وبأن الدالة g (s)‏ هى المعطاة 
بالمعادلة (۷) . وبهذا نكون قد استكملنا برهان النظرية . 


نتائج هذا البند يمكن تعميمها بسهولة لتشمل المتسلسلات التى تحتوى قوى»2 - 2 
الموجبة أو السالبة . 
تمارين 
١‏ - بإيجاد مشتقات متسلسلة ماكلورين للدالة (2--1/1 » بين أن 


2 
a2)‏ 7 لمم ع 


= Ê rr ye? (zl< 1). 


المتسلسلات 141 


؟ - أوجد مفكوكا بدالالة قوى 2-1 للدالة 1/2 بإيجاد مشتقات هذا 


المفكوك أوجد مفكوكا بدلالة قوى 2-1 للدالة Mz?‏ 
أوجد دائراة تقارب كل من القنيلين . 


۳ - اجر تكامل متسلسلة ماكلورين للدالة (1/1+5 حول كفاف ف داخلية دائرة تقارب 


هذه الدالة من ١0ء‏ إلى saz‏ للحصول على اتثيل OY‏ : 
Log (e+) =F (1 _dal<D.‏ 


FOC برهن أن الدالة ۴ دالة شاملة إذا كان إ1 -م)- (2)ر عندما 240 و‎ - ٤ 


- أوجد مفكوك sinhz‏ بدلالة قوى ‏ رساج » ومن ثم اثبت أن 


. Sin 2 
lim —— 


xest Z — i 


- إذا كان (1 fe) = 2-١ Log (e+‏ حيث 20 ,1= (0)ر »برهن أن ۲ تحليلية لجميع نقاط 


النطاق 1 > |2 ٠.‏ 
/ا - إذا كان cos‏ '-(2/4م - ?2( = fz)‏ حیٹ Lb‏ 22 و Ife‏ — د (2/ج + )رح فبرهن أن ۲ 
دالة شاملة . 
لتكن ۲ دالة تحليلية عند 20 و 0-:20)/ . استخدم المتسلسلات لبرهان النباية 
lin Soe‏ 


Ye 


لاحظ فى نفس الوقت أن هذه النباية يمكن الحصول عليبا مباشرة من تعريف ٠/200‏ 
لتكن ۲ .ع دالتان تحليليتان عند Zo‏ و 0:- مع)و = (20)/ bow‏ 0 + )20( .برهن أن 

. f(2) f'(20) 

lim —— = 5 

“=o (2)و‎ g'(Z0) 


إذا كانت ۲ تحليلية عند ty‏ وكا 0 F20)  ... = fz)‏ = (ه2)/ » برهن أن الدالة 
Gina)‏ الات كم 
{z—Zo)"*!‏ )4 
1+ عاو 
e (z -= zo)‏ 
(m+)!‏ 


تكرن تحليلية عند 20 . 


Uniqueness of Representation تفرد القغيل‎ — ۳ 


المتسلسلة الواردة فى معادلة (5) من البند السابق هى متسلسلة قوى تقاربية 


يجموعها et S'(z)‏ نقاط داخلية دائرة التقارب Cy‏ للمتسلسلة 
S(z) = ¥ a2". (1)‏ 
n=0‏ 


وعليه فإن تلك المتسلسلة الممثلة للدالة ()ء يكن اشتقاقها حدا حداً ؛ بمعنى أن 


0 — 1a, 2*2 


n=2 


SAY‏ المتغيرات المركبة وتطييقات 


لجميع 2 فى داخلية Co‏ . وبالتأكيد ob‏ مشتقة الدالة SG)‏ لأى رتبة يمكن الحصول 
عليها إذا أخذنا بشكل تتابعى مشتقة المتسلسلة الممثلة لها حداً حداً . وبالإضافة إلى ذلك 
فان 
S(O =a, S(0)=2!a,..., :‏ بوه = S00)‏ 
والمعاملات وه هى معاملات مفكوك ماكلورين للدالة Sy‏ » أى أن 
sO)‏ 
n!‏ 


a, =‏ 
وتعمم ما سبق بالنسبة للمتسلسلات التى تحتوى قوى موجبة للمقدار و22 يمكن 
الحصول عليه مباشرة . وبهذا نكون قد حصلنا على النظرية التالية والخاصة بتفرد Sef‏ 

الدوال على صورة متسلسلات قوى 
نظرية ١‏ : إذا كانت المتسلسلة 9 
Zo)" (‏ ¬ ام 
تقاربية ومجموعها (1)2 عند جميع نقاط داخلية دائرة «|Z - 2| = role‏ فإن هذه المتسلسلة 
هى بالضرورة متسلسلة تايلور للدالة )£2 بدلالة قوى (م2-2) . 
ولتوضيح ذلك نقول أنه إذا استبدلنا 2 فى مفكوك ماكلورين للدالة )2( sin‏ بالمتغير 22 
فإننا Jat‏ على 
ف sin(z?) = 2 ye ({z| < oo).‏ 
هذه المتسلسلة لابد وأن تكون متطابقة مع تلك التى نحصل عليها مباشرة بإيجاد مفكوك 
ماكلورين للدالة )22( مأو . 
وكنتيجة لنظرية ad )١(‏ أنه إذا كان مجموع المتسلسلة (۲) هو الصفر عند كل نقطة 
من نقاط جوار ما للنقطة 2 » فإن كلا من المعاملات وه لابد وأن يكون مساويا 
للصفر . 
نظرية ۲ : إن كانت المتسلسلة 
43 7 چ + ele - = a,(Z — zo)"‏ 
تقاربية ومجموعها aad fa)‏ نقاط نطاق حلقى حول النقطة م2 » فإن هذه المتسلسلة 
هى بالضرورة متسلسلة لوران للدالة )6 بدلالة GP‏ (2 - 2) فى هذا النطاق . 
نبرهن هذه النظرية باستخدام نظرية )1( من البند السابق وذلك فى حالما الأكثر 
عمومية والتى تشمل قوى موجبة وسالبة للمقدار 0< -2. ليكن 
ف fM dz = ¥ e, gene = 20) dz‏ 


AF اللات‎ 


g(z) = (m =0, +1, +2,...) 


2ni(z — zo)" 


و © دائرة حول النطاق الحلقى المعطى م ركزها مع وموجهة فى الاتجاه الموجب . حيث 


~{ a = (m # n) 

27: الل" لمن‎ 1 (m=n) 

( انظر تمرين )١5(‏ بند )٤٥(‏ ) » فإننا نلاحظ أن معادلة )0( تؤول إلى 
f(2) dz‏ 1 
il. (2-2 = Cm‏ 


وهذا يعطى صيغة لمعاملات مفكوك لوران للدالة )6 فى النطاق الحلقى المعطى . 
54 - الضرب والقسمة Multiplication and Division‏ 
لنفرض أن كلا من متسلسلتى القوى 
QO)‏ 2 0 و x z2"‏ 
تكون تقاربية فى داخلية دائرة ما م -|2| . من ذلك نجد أن كلا من النهايتين ata), Fea)‏ 
هاتين المتسلسلتين على التعاقب تكون دالة تحليلية لجميع نقاط القرص م > )2 ٤ج‏ أن حاصل 
ضرب هاتين الدالتين يمككن تمثيله عند أى نقطة من نقاط هذا القرص » على صورة 
متسلسلة ماكلورين الآتية 
(l2l < ro). 3‏ حو = JA‏ 
والصيغ التالية تعطى لنا قم المعاملات مه 
co - /)0(9)0( = ao bo,‏ 
abo,‏ + رطوه = )0)9(0('/ + cı = J(0)g'(0)‏ 
2f'O9'O + /"(0)9(0))‏ + )0 3 = 
ao bz + a,b, + ay bo,‏ = 
وهكذا . وقد استخدمنا هنا حقيقة أن المتسلسلتين )١(‏ هما متسلسلتا ماكلورين للدالتين 
g(a), 1)‏ على التعاقب . وباستخدام صيغة المشتقة النونية لحاصل ضرب دالتين » فإننا 
ud‏ أن 
زفق 


F(2)G(Z) = ao bo + (yb, + a,b9)z + (ag b2 + a,b, + 22(وط يه‎ + ٠-٠١ 
+) جل ف‎ (lz < ro). 

المنسلسلة )1( هى نفس المتسلسلة التى نحصل عليها من ضرب المتسلسلتين )١(‏ معا 
حدا حدأ ووضع الناتج على صورة متسلسلة فى قوى + ؛ وتسمى المتسلسلة )17( بحاصل 


NAL‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ضرب كوشى Cauchy product‏ للمتسلسلتين المعطاتين . والآن مکنا صياغة النظرية 
saul‏ 


نظرية : حاصل ضرب كوشى لتسلسلتى القوى )١(‏ هو متسلسلة تقاربية لجميع 
نقاط داخلية صغرى دائرتی تقارب هاتين المتسلسلتين ؛ ومجموع هذه المتسلسلة التقاربية هو 
حاصل ضرب مجموع ال تسلسلتين الأصليتين . 
سنفرض أيضاً فيما يلى أن )10 .9 )90 هما مجمو عا المتسلسلتين )١(‏ وأن 0 6م فى 
جوار ما لنقطة الأصل . حارج القسمة ofz)‏ /(2)ر- (۸)2 دالة تحليلية فى هذا الجوار » 
وعليه فإن zy‏ يكون ها مفكوك ماكلورين SM‏ 
A(z) = Lae (4)‏ 
حيث dy = (OJI dı = F'(0), dy =A)‏ وهكذا . المعاملات الأول لهذه المتسلسلة 
يكن الحصول علا بدلالة المعاملات به و by‏ للمتسلسلتين )١(‏ وذلك Jol,‏ 
مشتقات خارج القسمة (2/602)/ بشكل تتابعى . والنتائج التى نحصل bale‏ هى 
نفسها التى نحصل عليها عند قسمة أولى الس ona‏ لاضن . وبهذه 
الطريقة فإن الحدود » القليلة » الأولى من خارج القسمة - وذلك بعد إعادة ترتيبه 
ووضعه على صورة متسلسلة قوى فى - هى نقسها الحدود الأولى لمفكوك ماكلورين 
للدالة 7)و/(۶)2 . وعلى أية حال فإن هذه النتيجة صحيحة لجميع الحدود ¢ unt‏ 
أنه يمكننا برهان of‏ المتسلسلة التى had‏ عليها بإحدى الطريقتين تكون متطابقة مع 
المتسلسلة التى نحصل عليها بالطريقة الأخرى . 
وجمع متسلسلتى قوى حداً le‏ صحيح دائماً لجميع النقاط المشتركة لنطقتى 
تقارب هاتين المتسلسلتين » وهذه النتيجة تتضح لنا مباشرة من تعريف مجموع 
متسلسلتى القوى . ولما كان ضرب متسلسلة قوى فى عدد ثابت حالة خاصة من 
النظرية السابقة الخاصة بضرب متسلسلتى قوی » Ob‏ أى متسلسلتين للقوى يمكن 
طرحهما حداً حداً . 


ant 
Examples أمثلة‎ — “0 


نعتير أولا الدالة : Mi‏ 
)0 وح I= Goel 7T‏ 
هذه الدالة تحليلية لجميع نقاط المستوى TOE‏ و 2=2. 
مغال ١‏ : أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة t@‏ داخل القرص المفتوح 1> || . 
لاحظ أن 1> ]2/2[ عند كل نقطة من نقاط هذا القرص . وبالتالى OF‏ معرفتنا 
int‏ المتسلسلة CN ee‏ ي 
1 


BEG) -2] U>‏ 757 - = ۵2ر 


1—-z «azo 


1A0 المتسلسللات‎ 


هذه المتسلسلة فى قوى 2 تقاربية ومجموعها )5 عندما lz|<1‏ . ومن تفرد الفثيل ( بند 
(IY)‏ ) يتضح لنا أن هذه المتسلسلة هى متسلسلة ماكلورين للدالة )1 . وهذا يعنى أن 
معامل 28 فى المفكوك 
f(z) = Yeort-ne (Iz1<1) 0‏ 
WY‏ وان یکون!0(/۸)/ | ؛ ومن تم فن .(1 n=‏ = )مار 
مغال ۲ : : أوجد متسلسلة لوران للدالة t@‏ لجميع نقاط النطاق الحلقى 2 >|2| > 1. 

فى هذا النطاق الحلقى 1>|ء/1| و 2/2(>1| . وبالتالى فإن 
وحيث أنه لا يوجد إلا تيل Bu “oly‏ م فى هذه pL‏ الفكوك (۳) هو 
مفكوك لوران للدالة t@‏ فى هذا النطاق الحلقى . وحيث أن معامل 2 , 
هو cal‏ » فإن صيغة )0( بند )04( للمعاملات ty‏ تبين إنه إذا كان 0 أى 
GUS‏ مغلق بسيط حول النطاق الحلقى وموجها فى الاتجاه الموجب » فإن 

f f(z) dz = 2ni. 

مغال ‏ : أوجد متسلسلة لوران للدالة 5 لجميع نقاط النطاق 2 <|ء| . 

فى هذا النطاق 1 >|11/2) و 1> |2/2| ade yg.‏ يكون 


1 1 1 21-2 
يما د - هر‎ Tg) Lt (zi > 2). (t) 


وهذه هى متسلسلة لوران المطلوبة . وفى هذه الحالة يكون معامل 2-1 هو الصفر ؛ 
وبالتال فإن mane‏ حول أى كفاف مغلق بسيط حول نقطة pel‏ ومرسوم خارج 


الدائرة -1]21) يساوى الصفر . 
مثال ٤‏ : أوجد الحدود الأول من متسلسلة لوران للدالة 
1 1 
zz Tei 8 TT TFT‏ = )2 


وذلك لجميع نقاط النطاق ۾ > || > 0. 

لاحظ أن مقام الكسر الأخير هنا هو متسلسلة قوى تقاربية مجموعها 2 sinh‏ 2-1 
عندما ‏ 240 والوحدة عندما 2=0 . ومن م tre ob‏ هذه المتسلسلة 
لا يساوى صفرا عند أى نقطة من نقاط النطاق > > || »و تكون متسلسلة القوى 
الممثلة هذا الكسر را خصو iE‏ ار 

1 

ET + [apa - ale + (lz) <7).‏ وجب 

وبالتالى فإن الحدود TT‏ للدالة (2)م فى النطاق المعطى يمكن 


١ 1‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الحصول tele‏ مباشرة ويكون 
7 11 1 1 


Zenhz P 6z 3607 (0 > |z| <2). )٥( 


55-- أصفار الدوال التحليلية Zeros of Analytic Functions‏ 
نعلم أن أى دالة ۴ تحليلية عند النقطة م2 يكن تمثيلها بمتسلسلة تايلور على داخلية 
دائرة ما مركزها م2 » أى أن a,‏ 
f(z) = ao + 2.6.02 — Zo)" (lz - 29] > Fo), Q)‏ 
fz)‏ = وه و !رل٣‏ = رو ءوإذا كانت 2g‏ أحد أصفار 6 فإن 0= ممموإذا 


4 


فرضنا بالإضافة إلى ذلك أن 


J )20( = /")20( = ۰۰۰ )كرد‎ = 0 2 

f°" 29) #0 ex‏ فإننا نسمى zg‏ صفرا من درجة ص . وفى هذه الحالة يكون 
زف amen — 2)" (a, # 0, | 2 — Z| > ro).‏ 2 "لم2 - 2( = f(z)‏ 
إذا كانت (2)۾ هى مجموع المتسلسلة الواردة فى (۳) OB‏ 

gz) = Lama — Zo)" (lz = zol < ro). (4) 


لاحظ £001 يه = (=)و . وحيث أن المتسلسلة (4) تقاربية » فإن الدالة بم تكون متصلة 


وه . وبالتالى فإنه لكل عدد hb‏ موجب م يوجد عدد حقيقى 


موجب ق يث 


عند 


|z-z|<6 إيه - (2)وا| طلما‎ < e 
وكانت مق هى قيمة 6 المناظرة فى هذه الحالة » فإن‎ c= إذا كانت 2/إي»!‎ 
| - zo| > Wie 9(2) — امه‎ > el (*) 


2 8 
ومن هذا نتبين ان #0 (z)و‏ عند cl‏ نقطة من نقاط الجوار رم > إوج - 2| ولتبيان ذلك 


نشير إلى أنه إذا كانت 0-=(z)و‏ عند أى نقطة فى هذا الجوار ob‏ المتباينة الأولى من 
(5) تصبح {a_|/2‏ > |مها 
وبذلك نكون قد برهنا النظرية التالية 
نظرية : لتكن ۴ دالة تحليلية عند النقطة م2 . إذا كانت م2 أحد أصفار ۴ فإنه 
يوجد جوار للنقطة zy‏ لا يحتوى أصفاراً أخرى DW‏ اللهم إلا إذا كانت ۲ هى 
الدالة الصفرية . وهذا يعنى أن أصفار الدالة التحليلية تكون معزولة . 
تمارين 
١‏ - لکن )مزه = )وا ستخدم متسلسلة ماكلورين (۳) بند CAV)‏ بالنسبة للدالة ع لبت 


أن 0= روس »م و 0=(م«“و وذلك لجميع (.. ,4,2 =( 
٠‏ - استخدم المفكوك )0( بند (58) لتبين أنه إذا كانت © هو الدائرة 1-|2| 
موجهة فى الاتجاه الموجب . فإن 
کد 
cz*sinhz 3‏ 
۳ - ابت أن متسلسلة ماكلورين للدالة Sep zcosh(z?)‏ ١ه‏ >|2| هى 


© 


1 
z+ Giz 1‏ 
bet - 4‏ تمنيلا للدالة (2+1(/2-1). على صورة : 
(أ) متسلسلة ماكلورين وأوجد منطقة صلاحية هذا القغيل للدالة . 
رب) متسلسلة لوران بالنسبة للنطاق 1< |2| . 
الأجوبة : 0 a(\2]<1)‏ 2¥~ 1- رب .(1 < |2|( »م 230+ 1. 


ه - أوجد مفكوكا WW‏ 1(/22 -2) على صورة 
ر أ ) متسلسلة تايلور بدلالة قوى 2-1 ثم بين منطقة صلاحية هذا المفكوك 
(ب) متسلسلة لوران بالنسبة Glew‏ 2-1|<1| 
الأجوبة : ¢ (1 > oy Bearing - re‏ 0 ۸ے 
ع 1 


١‏ ائبت أن متسلسلة لوران للدالة ame‏ فى اروك کا ا ف ب 
oni (2n+ 1)!‏ 2 


۷ أو جد مفكوكين ٠‏ كل منهم على صورة متسلسلة لوران بدلالة قوی 62 للدالة 
e)‏ 
ثم أوجد منطقة صلاحية كل من المفك وكين . 
الأجوبة : 0> (lel‏ كال Bt O<‏ 
۸ - أوجد متسلسلتى لورانكبدلالة قوى مكللدالة '-(22 + !)27 ثم اوجد نطاق صلاحية 
كل من المتسلسلتين 
8 - أوجد الأربعة حدود وهر اعد يوقا ريا الآنية 


5 
کے‎ EE 0< |z|>1 
ET +1 چ‎ 6 Os ie Ds 


٠‏ - أوجد الحدود aera‏ لكل من الخحالتين الآتيتين 
1 1 1 1 
dh‏ )” >إءع| > 0( e+‏ وج - | - TE‏ 
1 1 1 1 1 


- 3 os 
Fay sy tp? 7297 + (0 > [z| < 27) ب‎ 


١‏ - أوجد متسلسلة لوران للدالة (۸-)/1 للنطاق TAL‏ > |۶| » حيث عاعدد حقيقى 
lade‏ للمتباينة 1 > ۸> 1- ؛ ومن ثم ضع ٠ي‏ ع لاشتقاق الصيغتين التاليتين 


NAA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


5 k cos 0 - k? 
الث‎ cos nO = Tp cos 0 FR? 
5 ونیم‎ nf ب 0ے کے‎ 
لابق‎ sin = Tj cos OF 
. (ON) قارن ذلك بالنتيجة بتمرين () بند‎ 


؟- لتكن Fer.)‏ دالة =r exp )10 pall‏ 2 وتحليلية فى نطاق حلقى»حول نقطة الأصل ‘ 
os pt‏ الدائرة1 = م.إذا أخذنا هذه الدائرة على أنها المنحنى © فى صيغة المعاملات ,> 
متسلسلة لورانءبدلالة قوى Dialer‏ 0.0 . برهن أن 


B1 44‏ - فيا ممه FO‏ ]ظح f Fuga‏ - رباع 


هذه إحدى صيغ متسلسلة فورييه Fourier Series‏ لدالة ۸1,0 ذات قم مركبة 
ولتغير حقيقى Jeg‏ دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل . ليكن )0 , )م 
هما الجزآن الحقيقى portly‏ على التعاقب للدالة 70,4 . برهن أن المفكوك afte‏ يظل 
صحيحا إذا استبدلنا ‏ فى كل موضع بأى من الدالتين ير أو م .إلا أننا ننوه فى هذا الموضع 
أن هذه القيود على الدوال الحقيقية ي و ,ر تعر أكثر بكثير ما نحتاجه 
من كل منہما حتى يكون فا تيل على صورة متسلسلة فوربية!؟» 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 


ry" 
5 
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AS لشروط أخرى كافية انظر على سيبل المثال‎ (1) 
R.V. Churchill ‘Fourier Series and Boundary Value Problems’ 


٠۹۹۳۰ ۱۱۰ ۰ ٩۰ oe الطبعة الغانية‎ 


Chel 
Residues and Poles البواق و الأقطاب‎ 


تؤكد نظرية كوشى - جورساه » السابق ذكرها فى الباب الخامس » على أنه إذا 
كانت دالة ما تحليلية عند كل نقطة من نقاط GUS‏ مغلق بسيط © وكذلك عند كل 
نقطة داخلية للمنحنى © فإن تكامل هذه الدالة حول هذا المنحنى يساوى صفراً . 
ولكن إذا كانت الدالة غير تحليلية عند عدد محدود من نقط داخلية المنحنى © فإنه 
يوجد » کا سنرى فى هذا الباب » عدد معين » يسمى باق Residue‏ » مناظر لكل نقطة 
من هذه النقط وسنرى كذلك أن هذه البواق ستسهم فى تعيين هذا التكامل . 

وسنقوم فى هذا الباب بإنماء نظرية البواق وسنوضحها عن طريق استخدامها الحساب 
أنواع خاصة من التكاملات امحددة الحقيقية التى تظهر فى الرياضيات التطبيقية . 


Residues البواق‎ - WV 


کا سبق وأن ذكرنا ( بند V8)‏ )) فإنه يقال لنقطة مه أا نقطة شاذة لدالة Le‏ إذا لم 
تكن ؛ تحليلية عند مه ولكنها تكون تحليلية عند نقطة من نقاط أى جوار للنقطة م . 
يقال لنقطة شاذة مه it‏ معزولة Isolated‏ إذا كان ¢ بالإضافة إلى ماسبق » يوجد جوار 
للنقطة مع تكون الدالة ۲ تحليلية عند كل نقطة من نقاطه فيما عدا النقطة م 
والدالة 1/2 مثال بسيط على ذلك . فهذه الدالة ALLE‏ عند جميع التقط عدا التقطة 
z= 0‏ وبالتالى Ob‏ نقطة الأصل تكون نقطة شاذة معزولة لهذه الدالة . والدالة 
+ 
ها ثلاث نقط شاذة معزولة هى :+ z=‏ ؛ z=0‏ 
ولكن لاحظ أنه بينا تكون نقطة الأصل نقطة شاذة للدالة 2 Log‏ فإنها ليست نقطة 
شاذة معزولة وذلك حيث أن كل جوار لنقطة الأصل يحوى نقاط من الجزء السالب 
للمحور الحقيقى فى حينٌ أن الدالة Loge‏ ليست تحليلية عند أى من هذه النقط . الدالة 
e‏ 
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ها نقط شاذة عدذ مم1 دح 2 ا حيث 0 ...2+ ,1+ n=‏ . وعند 2-0 وجميع هذه 
النقط تقع على جزء الحور الحقيقى بين 1,1- . كل من هذه النقط الشاذة » عدا النقطة 
=٥‏ » هى نقطة شاذة معزولة . أما النقطة الشاذة ه-2 فليست معزولة وذلك لان كل 
جوار لنقطة الأصل يحوى نقاطا شاذة أخرى للدالة . 


إذا كانت م نقطة شاذة معزولة للدالة 6 فإنه يوجد عدد حقيقى موجب ]۲ بحيث 
تكون الدالة 6 تحليلية عند كل نقطة z‏ بحيث 2ol <F,‏ - | >0 فى هذا النطاق تمثل 
الدالة بمتسلسلة لوران : 
” ا + لشي + "زوه - Sade‏ = (2)/ 
حيث المعاملات تعطى بالعلاقات (؟) » (*) من بند )048( . وعلى سبيل المثال فإن 
المعامل طيعطى بالتكامل 
bı = | foe (»‏ 
حيث © أى كفاف مغلق بسيط حول وم2 » واتجاهه الدورانى هو الاتجاه الم جب » بحيث 
تكون الدالة ۴ تحليلية عند كل نقطة من نقط © أو داخلية © عدا النقطة مه . العدد 
ال ركب by‏ » وهو معامل (20- 1/2 فى المفكوك )1( › يسمى. باق Residue‏ الدالة 
۴ عند النقطة الشاذة المعزولة م2 . 

العلاقة (۲) تمدنا بطريقة فعالة لحساب تكاملات معينة حول كفافات مغلقة بسيطة 
وعلى سبيل المثال » دعنا نحسب التكامل 
2 جم 
حيث © هو الدائرة 2=|ع| مع الاتجاه الدورانى الموجب . الدالة المكاملة 

وج - هار 
دالة تحليلية عند كل نقطة من نقاط © وكل نقطة من نقاط داخليته فيما عدا عند النقطة 
الشاذة المعزولة 2-1 . وبالتالى فإنه ينتج » من العلاقة (؟) » أن قيمة التكامل CT)‏ 
تساوى 2# مضروبا فى باق الدالة ۴ عند 2-1 . ولتعيين هذا الباق فإننا نستخدم 
متسلسلة تايلور للدالة *-م حول النقطة 2-1 وذلك لكتابة مفكوك لوران على 
الصورة : 
et 0 4‏ ا 
n!‏ 2-1( 
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حيث 0 |2-1| » من هذا نجد أن باق الدالة ۴ عند 2-1 يساوى  met‏ 
و بالتالى فإن 
271 م 
ف epee:‏ 
وكمثال اخر » bes‏ نثبت أن 
de = 0. ad)‏ )5 )مم 


حيث © هو نفس المنحنى المعطى ف JEM‏ السابق . حيث أن Ve‏ تحليلية عند جميع 
نقط المستوى الم ركب عدا نقطة الأصل فكذلك تكون الدالة المكاملة )3( -exp‏ 
النقطة الشاذة المعزولة 2-6 نقطة داخلية للمنحنى © » وبالتالى فباستخدام متسلسلة 
ماكلورين للدالة الأسية يمكننا كتابة مفكوك لوران على الصورة : 
exp (3) - ١ ++ : atun 1 +‏ 
2z‏ 7 2 
حيث .0 < |2| . وبالتالى Ob‏ باق الدالة المكاملة عند النقطة الشاذة المعزولة ١‏ =± يساوى 
ضفرا (أى أن ه-وط ) » وهذا يعطى القيمة المطلوبة للتكامل () . 
۸ - نظرية الباق The Residue Theorem‏ 
إذا كان للدالة ۴ عدد محدود فقط من النقط الشاذة » تنتمى إلى داخلية GUS‏ مغلق 
بسيط © » فإن هذه النقط الشاذة لابد وأن تكون معزولة . النظرية التالية هى الصياغة 
الدقيقة لحقيقة أن قيمة تكامل الدالة ۴ حول © يساوى Dnt‏ مضروبا فى مجموع البواق 
المناظرة هذه النقط الشاذة . : 
نظرية : افرض أن ©كفاف مغلق بسيط » وأن ۲ دالة تحليلية عند جميع نقط © 
ary‏ نقط داخلية © عدا عدد محدود. من النقط .2 ,... ,22 ب2 التى تنتمى 
إلى داخلية © ا ,8 ,,8 بواق الدالة ‏ عند هذه النقط على الترتيب فان 
f(2) dz = 2ni(B, + B, +٠٠١ + B,) 0)‏ 
حيث الاتجاه الدورافى للمنحنى © هو الاتجاه الج : 
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لإثبات هذه النظرية » افرض أن النقط زه مراكز دوائر ز۳ اتجاهها الدورانى هو الاتجاه 
الموجب وتقع كل منها بأكملها فى داخلية © » وصغيرة صغرا كافيا بحيث لا تنقاطع أى 
اثنتين منها ( شکل (19) ) Cy ly.‏ مع الكفاف المغلق البسيط © تمثل جدود منطقة 
اما ال nue‏ ل 
تعمم نظرية كوشى - جورساه على مثل تلك المناطق ( بند CCEA)‏ ينتج أن 
[f@a- [f@az- [fod ---~ | s@az=o.‏ 
وهذه المعادلة الأخيرة تؤول إلى المعادلة )1( المطلوبة وذلك OY‏ 
de (= 1,2,...,)5‏ ,| 5 = رق 
وهذا يكمل برهان النظرية . 
ولتوضيح هذه النظرية دعنا نوجد قيمة التكامل 
زف 52-2 
f‏ مر 
حيث © الدائرة 2 [zi‏ موجهة فى اتجاه ضد عقرب الساعة . الدالة المكاملة لها نقطتان 
شاذتان هما! -2 و 2-0 » وكلتا هما تنتمى إلى داخلية المنحنى 0 المعطى . باستخدام 
متسلسلة ماكلورين 
fag ey es ({z{< 1)‏ 


يمكننا حساب البواق By‏ ,ر8 عند] z=‏ وال =2 على الترتيب . لذلك نكتب آولا مفكوك 


لوران 
(6-J() 0 (-s+2)a + 2 + 2 40)‏ "5 


> حيث 1> |2| >0 » للدالة المكاملة ومنها نرى أن 2= 8.بعد ذلك نلاخحظ أن 
1 3 52-2 
[ep‏ + ) و 
3 
4+ - تزه - »م + دع - لاست + ة) = 


»> حي[ > |1 - 2| > 0معامل (1/)2-1 ف مفكوك لوران عندما > |1- 2| > ويساوى 
ثلاثة . من هذا ينتج أن 3- ,28 . وبالتالى فإن 
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5 
f مستا‎ 0 0 
ce az — zz — 1) 


فى هذا المخال نلاحظ أنه من الأبسط » بطبيعة الحال ع أن نكتب الدالة المكاملة 
کمجموع ع لكسريها الحرئیین »> وبالتالی ol‏ 


3 2 52-2 
ل + eat‏ و 


i dz = 4ni + ri = 102 


sj - 8‏ الأساسى من The Principal Part of a Function ls‏ 
كا رأينا wb‏ إذا كان لدالة ما م نقطة شاذة معزولة م » Ob‏ الدالة يمكن تمثيلها 
بمتسلسلة لوران : 


Sade - 20)" + Xs, ©)‏ - ال 
فى نطاق ما .م>[مت -2| >0 م ركزه 20 . جزء هذه المتسلسلة الذى يحوى القوى 
السالبة للمقدار Bg‏ يسمى الجزء الأساسى Principal part‏ من الدالة ۲ عند م2 . سنقوم 
الآن باستخدام الجزء الأساسى من دالة ما للتمييز بين أنواع ثلاث من النقط الشاذة 
المعزولة » يكون سلوك الدالة قرب أى منا مختلف اختلافا أساسيا عن سلوكها بالقرب 
من أى من النقطتين الأخريين 5 

إذا كانت فة الحدود غير الصفرية فى الجزء gel‏ من ؟ عند ag‏ غير خالية و تحتوى 
على عدد محدود من العناصر » فإنه يوجد عدد صحيح موجب " بحيث #0 ١ by‏ 


ch Ones = bye = ٠٠: = 0‏ أن المفكوك )١(‏ يكون على الصورة 


o_O ba ee Pe (v) 
{@)= ya )رق‎ — 20)" +2 Gz + Ga 


ر .م > اوج - 2| >0 . فى هذه الحالة تسمى النقطة الشاذة المعزولة zy‏ قطبا Pole‏ 
من درجة صءالقطب من درجة 1.-م يسمى Wad‏ بسيطا Simple pole‏ . 
فعلى سبيل المثال » الدالة 


2-22+3ج 


3 
ee) 2+ (2-2) + 


2- 
e2 - 2| <0 20‏ ها قه ب بسيها عند 2-2 . وباق هذه الدالة عند القطب 2-2 
يساوى ثلاثة . والدالة 
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» حيث 2|<0| » لها قطب درجته 3=" عند 2-0 » وأن الباق هذه الدالة عند 2-6 
يساوى سدس . 

کا سنرى فى البند التالى » الدالة t@‏ توول دائماً إلى مالا نهاية عندما تقترب 2 من 
قطب ما . 

عندما sgt‏ الجزء الأساسى من دالة ۴ عند مج عددا لا Lhe‏ من الحدود الغير صفرية 
فإن النقطة مع يقال ها نقطة شاذة أساسية Essential singular Point‏ . كمثال هذا النوع 
الدالة 
ص aie‏ 3 +1 امه 
» حيث |z|<0‏ » التى ها نقطة شاذة أساسية عند =2 . وباق هذه الدالة عند 0 =2 
يساوى 1 . 

وقد توصل بيكار Picard‏ إلى نتيجة هامة تصف سلوك دالة ما بالقرب من نقطة 
شاذة أساسية وهذه النتيجة تنص على أنه فى أى جوار لنقطة شاذة أساسية تأخذ الدالة 
كل قيمة محدودة » مع استثناء وحيد محتمل » عددًا لا نهائيا من المرات . ولن نقوم 
بإثبات نظرية بيكار » ولكننا سنقوم فيما بعد ( فى بند )١١7(‏ ) بإثبات نتيجة مقاربة 
جدا Ub‏ 

لتوضيح نظرية بيكار دعنا نبين أن الدالة (1/2) ص×ه المعطاة ف المعادلة (۴) تأخذ 
القيمة 1- . عددا UY‏ من المرات فى أى جوار لنقطة الأصل . لذلك تذكر أن ( بند 
expz= -1))55(‏ عندما 2(1 + 1) =2 » حیث ... ,2+ ,±1 ,0= on‏ وهذا يعنى 
ان و- = (1/2) exp‏ عند النقط 


1 
2 Trang =0, 1 £2. 


التى يحتوى أى جوار لنقطة الأصل على عدد لا Ble‏ منها . 
لاحظ أن #0 |(1/2) Jexp‏ لأى عدد مركب وبالتالى فإن الصفر يكون هو القيمة المستثئاة 
التى لا deb‏ الدالة . 

عندما OSG‏ كل المعاملات ,ئ فى الجزء الأساسى من دالة ۴ عند نقطة شاذة معزو لة 
Zo‏ مساوية للصفر فإن النقطة zy‏ يقال ها نقطة شاذة مزالة Removable singular point‏ 
للدالة ۴ . فى هذه الحالة تحوى متسلسلة لوران )١(‏ القوى الغير سالبة فقط للعدد Dg‏ » 


* لبرهان نظرية بيكار ٠‏ انظر بند )01( من امْجلد النالث من كتب Markushevich‏ المذكورةفى ملحق )١(‏ . 
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أى أن المتسلسلة OSG‏ فى هذه الحالة متسلسلة قوی . إذا عرفنا ۴ على أنها تساوى مه 
عند Ob zy‏ الدالة تصبح تحليلية عند مه ( انظر نظرية (۲) من بند (1۲) ) . وبالتال 
فإن الدالة ۴ التى لما نقطة شاذة مزالة يمكن جعلها تحليلية عند هذه النقطة وذلك بتحديد 
قيمة مناسبة للدالة عند تلك النقطة . 


فمثلا الدالة 
e-1 2‏ 
م ع Hale‏ لج وار 
Se »‏ 2|<0| » ها نقطة شاذة مزالة عند z=0‏ . إذا كتبنا 1ع زمار ob‏ الدالة 
تصبح شاملة . 


Poles الأقطاب‎ — Ve 
نعرف دالة جديدة م‎ les. افرض أن الدالة ۴ للها قطب من درجة ص عند مج‎ 
بالمعادلة‎ 
4(2) = )2 — 2)"f(2). 
أن‎ ad من معادلة )1( بالبند السابق‎ 
%(2) = رط‎ + Bm —1(Z - 2o) + by —2(Z — 20)? +٠١ + "زوج — )رط‎ () 
+S ae —Z)"*" 
تكون نقطة شاذة مزالة‎ zy النقطة‎ Ob وبالتالى‎ . by #0 ٤ 0 > |2 - 2| > حيث ,م‎ 
للدالة ف4 . دعنا نكتب‎ 
(Zo) = bn 
وذلك حتى تصبح الدالة 4 تحليلية عند م . لاحظ أن كون الدالة تحليلية غند نقطة‎ 
يمكن‎ geo) ما يستتبع أن تكون متصلة عند نفس النقطة وبالتالى فإن تعريفنا للمقدار‎ 
كتابته على الصورة‎ 
(Zo) = lim (2 - z0)"f(2) = bw (‘) 
تؤول إلى مالا نباية عندما‎ fay ينتج أن‎ ob #0 حيث أن هذه النباية متحققة و‎ 
COV) بند‎ )١١( تقترب 2 من 9 ( انظر تمرين‎ 
. بالاضافة إلى ذلك فإنه يمكن استخدام الدالة # لتعيين باق الدالة ۴ عند القطب م2‎ 
هى‎ )١( هذا الباق هو المعامل 1ط فى متسلسلة لوران (۲) من البند السابق . وحيث أن‎ 
يعطى بالعلاقة‎ by متسلسلة تايلور للدالة © حول النقطة م2 فإن العدد‎ 
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oo) 2‏ ام 
DD!‏ )) 
وعندما تكون 8-1 Ob‏ صيغة باق الدالة ۴ عند القطب البسيط zy‏ يمكن كتابتها » 
وذلك احسب معادلة »)١١‏ عل الصورة 
lim (2 - 20) f(z). (8)‏ = (وماف = bi‏ 
افرض til‏ أعطينا OW‏ دالة 6 بحيث يكون حاصل الضرب 
20)"f(2)‏ - 2( 
معرفا عند zy‏ بحيث يكون تحليليا عندها . کا سبق mc‏ عدد صحيح موجب . نفرض 
أن be)‏ ترمز إلى حاصل الضرب المذكور أعلاه . إذن » لأى نقطة 2 فى قرص مفتوح 
حول و2 6 


5 9"2) 
%2) = (2 - 2"J) = Heo) + $ (20)(2 - 2o) + ... ب‎ E 2 _ gm + <... 


وبالتالى فإنه عند أى نقطة من نقاط هذا القرص المفتوح ء عدا النقطة ty‏ 
لوعف Heo), FED...‏ 


(m— D! z—z,‏ ا لي * و < ار 
g(r),‏ م 
e (z = 0‏ 9 2 4 


إذا کان #0 (۵)2 فإنه ينتج أن ۲ لها قطب من در جة ص عند ىج وأن By‏ الدالة ۴ عند م2 
يعطى بأى من العلاقتين (©) أو (4) . النظرية التالية تمكننا من اختبار أن دالة ما ها 
نظرية : نفرض أن ۴ دالة ما معطاة وأنه لعدد صحيح موجب m‏ تكون الدالة 
20)"f(z)‏ - 2( = )2($ 
معرفة عند م بحيث تكون تحليلية عندها وبحيث..0 ع )9( . إذن ١‏ يكون ها قطب من 
درجة m‏ عند م2 وباق الدالة ؛ عند zy‏ يعطى بالعلاقة (۳) إذا كانت m>1‏ 
وبالعلاقة )٤(‏ إذا كانت ١‏ = ص . 
لاحظ أن الشروط الواردة فى النظرية تكون متحققة دائماً طالما كانت الدالة ؛ على 
الصورة 
(9)2 


(z2 ¬ zo)" 


(mn =1 ,2,...)‏ = زمار 


حيث الدالة (2) ALF iO‏ عند م2 #03 blz)‏ + 
وكإيضاح لذلك » نلاحظ أن f(z) = e242? DI‏ ها قطب من درجة 3=" عند 
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« = 2 .ف هذه الحالة OG‏ :2-م = (ع)م . وبالتالى ينتج » من العلاقة (©) » أن باق 
عند م = ± يساوى 2 = !2)0(/2 ء 
وكمثال لإيضاح العلاقة (4) » نلاحظ أن الدالة (9 + 1(/)22 + 2) = (2)/ ها قطب 
بسيط عند :3 ol, z=‏ الباق عند هذه النقطة هو 
و ie‏ 
النقطة 37- د هى أيضاً قطب بسيط للدالة المعطاة » وباق الدالة عندها يساوى 
6// + 3). 
VI‏ - قسمة الدوال التحليلية Quotients of Analytic Functions‏ 
الطريقة الأساسية لحساب باق دالة ما عند نقطة شاذة معزولة zy‏ هى الاستخدام 
المباشر لمتسلسلة لوران المناسبة وإيجاد معامل (مج ‏ 1/)2 فيا . عندما تكون ty‏ نقطة شاذة 
أساسية » فإننا لن نقدم طريقة أخرى بديلة لحساب البواق » ولكن لحساب البواق عند 
الأقطاب فإنه يمكن استخدام الصيغتين )1( و (4) السالف ذكرهما فى البند السابق 
عندما تكون الدالة م4 بسيطة بدرجة كافية . 
وتوجد طريقة أخحرى لحساب باق دالة ما ۴ عند قطب مه للدالة إذا كان بالإمكان 
كتابة ؟ عل صورة كسر : 


Piz) (\) 


حيث كلا من pq‏ دالة تحليلية عند tg‏ وبحيث #0 plzo)‏ © ويجب أولا ملاحظة أن مج 
تكون نقطة شاذة معزولة للدالة 6 إذا و فقط إذا كان0 = (مت)و. لأنه إذا كان0 = (مع)ي فإن 
ec‏ ()و عند أى نقطة أحرى فى جوار ما للنقطة وع » وهذا يرجع إلى أن أصفار 
الدالة التحليلية التى لا تنعدم تطابقيا ( أى لكل نقطة #) تكون معزولة ( بند )1١(‏ ) . 
من هذا ينتج أن الدالة ؛ تكون ELE‏ عند كل نقطة من نقط هذا الجوار للنقطة و2 › 
فيما عدا عند النقطة zy‏ نفسها » وبالتالى فإن م2 تكون نقطة شاذة معزولة للدالة 6 . 
ء بالعكس » إذا كانت ى2 نقطة شاذة معزو لة للدالة 6 فإن 0 = (مت)و .وذلك GY‏ إذا كانت 
۶0 فإنه ينتج من اتصال الدالة ۽ أن 0 gz)‏ عند كل نقطة # من نقط جوار 
ما للنقطة ag‏ ( انظر تمرين (NN)‏ من بند )١5(‏ ) . من هذا ينتج أن الدالة ؟ 
تحليلية عند zy‏ وهذا يناقض حقيقة أن zy‏ نقطة شاذة معزولة للدالة ۲ . 

الدالة ۴ المعطاة بالمعادلة )١(‏ ها قطب بسيط عند ى2 إذا تحقق ء بالإضافة إلى الشروط 
الأخرى السالفة الذكر » كل من الشرطين 0 = glo)‏ و £0 g'(z0)‏ . ويعطى باق الدالة ؛ 


۹۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


عند القطب البسيط و2 بالعلاقة 


= Plo) ‘ 

92 (‘) 

لإثبات ذلك فإننا نعتبر مفكوك تايلور » المتحقق فى القرص ,رم > إره -ء| » لكل من 
الدالتين التحليليتين »,مهو نكتب 

(z - 2) f(z) = p(zo) + 200)2)ءم‎ — Zo) +٠ 0 


(Zo) + 9”)20()2 - 200/21 +‏ 9 
حيث ,م > |20 - 2| > 0: 
خارج قسمة هاتين المتسلسلتين يشل دالة # تحليلية عند م » وحيث أن 
0 # (م20(/6")2)م = )20( فإن البرهان يمكن إكاله بسهولة باستخدام النظرية المذكورة 
فى البند السابق . 
باتباع نفس الأسلوب يمكننا إثبات أنه إذا كانت الدالة ۴ تحقق » بالإضافة إلى 
الشروط السالف ذكرها التى تحققها كل من الدالتين .م » الشروط التالية : 
0غو Zo)‏ ,م 0 = )29( (Zo) = °°° = GF"‏ = (20)و 
Ob‏ الدالة ۴ يكون لها قطب من درجة m‏ عند مج . عندما 2= " » يعطى باق الدالة 6 
عند القطب zg‏ ( من درجة (m=2‏ بالعلاقة 
(zo) 25 2 p(2o)4 (2o0) (%)‏ م 22 ee‏ 
"(oF‏ 3 )4(2 
التى يمكن إيجادها بحساب  ٠» GZ)‏ حيث 
PZ) + p'(Zo)(z — Zo) +‏ 
ل !20(/3 — 20()2) "و + (2o)/21‏ 4 
وحيث ,> إن - ع ]| > 0., 
عندما 2 < م فإن الصيغ المناظرة الحساب البواق تكون طويلة جدا . 
لتوضيح العلاقة (؟) دعنا نعتبر الدالة 


COS 2 


G2) = 


التى ما النقط الشاذة المعزولة جم دع اوحيث ...,2+ ,1+ ,0 دم + بكتابة 
q(2) = sin z,‏ و Shad Uh p(2) = cos2‏ كلا من هذه النقط تكون قطبا بسيطا للدالة 
cotz‏ وأن باق هذه الدالة عند كل من هذه الأقطاب البسيطة يساوى 


p(nr) _ COS 7 
` g(nn) cosnn 


كمثال آخر » bes‏ نحسب باق الدالة 


البواق والأقطاب 444 


1 
12 = 


عند نقطة الأصل . فى هذا المثال1 = plz)‏ ¢)1 - تم)ت = (0:1)2 = (0) = 26q(0)‏ = (6) ”و > 
3 = (4")0. وبالتالى فإن نقطة الأصل تكون قطباً من درجة mad‏ » وباق الدالة 6 عند 
هذا القطب يساوى 1/2 -( وذلك باستخدام العلاقة )٤(‏ ) . 


تمارين 

١‏ - أوجد فى كل حالة الجزء الأساسى من الدالة عند نقطتها الشاذة المعزولة . بين ما إذا 
كانت هذه النقطة الشاذة قطبا , أو نقطة شاذة أساسية › أو نقطة شاذة مزالة للدالة 
المعطاة . 


COs 2 sin 2 


—— )5( 6 ow > ۴م ۰» (ب)‎ (dy 
2 


؟ - ابت أن جميع النقط الشاذة لكل من الدوال المعطاة التالية تكون أقطابا . أوجد الدرجة 
m‏ لكل قطب والباق المناظر 8 . 


2tl ¢‏ ‘ )ب( tanh z‏ ر 22 معلل 
x 2-22‏ 

إل ساقس ” لك هك + Pz‏ 
cos 2 )2- 2‏ ا 


الأجوبة dh:‏ 14- ع8 + m=1‏ 2 رب) m=1,B=1‏ 2 رج m=3 <“ B=—$‏ 
۳ - أوجد الباق عند z=0‏ لكل من الدوال 


1 5 ٤ 
e 2) 6 7ے‎ esc (2?) عتمي 3 (ب)‎ 6 


الأجوبة : (أ) صفر . (ب) 21/6 (جم .1/2- 
۽ - أوجد قيمة التكامل 
0 
حيث © الدائرة موجهة ضد عقرب الساعة › 
أ 2=ا2-2| ع (wy‏ 2|=4| 
الأجوبة Gri wy >۰ dh:‏ 
ه - اوجد قيمة التكامل 


f dz 
ez%(z+ 4) 


- 8 


-4 


Va‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
حيث € الدائرة » موجهة ضد عقرب الساعة › 


أ wy » [zfa2‏ 2+2|=3| 
الأجوبة : رأ) 32نس »> (ب) صفر. 
افرض أن ٤‏ الدائرة 2-|2| مع الاتجاه الدورانى الموجب واحسب كل من 
التكاملات 


[ cosh rz dz ك‎ 5 ie 


© f é) 
Wea) (ب)‎ I tan z dz 


2 
sinh 2z ١‏ 
الأجوبة : ر —4ni‏ ‘ رب اچ 
أوجد قيمة تكامل الدالة ۴ حول دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل مع الاتجاه 
الدورانى الموجب إذا كانت Hz)‏ هى 


1 بيات‎ i 
zexp~ (9) © 22-2 )ب( وعى الج « )*%( يعون‎ & EE © 
2 


الأجوبة : () 2 0 ء (ب) صفر › (ج) رم 
أوجد قيمة التكامل (۲) من بند CVA)‏ وذلك بإيجاد معامل 1/2 فى مفكوك لوران 
للدالة المكاملة 

52-2 20-2 1 


(2/) =1 2م z@—N‏ 
بدلالة قوى 2 حيث نطاق تحقق هذا المفكوك هوا < |ء|ءلاحظ »مع US‏ أن المعامل 
الذى نحصل عليه ليس باق الدالة المكاملة عند 2-1 . 
أوجد الباق عند النقطة 1 z=‏ لفرع الدالة المتعددة القم 


vz 

f(z) = — 

1-2 

الذى غصل عليه بقصر Im <argz<Qnt ret argz‏ — يرج) حيث ١‏ عدد صحيح . 
الإجابة : *"(1-) 


٠‏ - إفرض أن ۴ دالة تحليلية عند النقطة م2 . إثبت أن zy‏ نقطة شاذة مزالة للدالة 


_ J@ 


Z—Zo 


عندما 0= fle)‏ . إثبت أنه عندما 40 f(z)‏ فإن النقطة م2 تكون قطبا بسيطا 


g(z) 


للدالة ۾ oly‏ باق ۾ عند م2 يساوى Faq)‏ . 


١‏ - باستخدام العلاقة (؟) من بند )۷٠(‏ لحساب العدد بوط ء اثبت أن 


lim f(z) = o 


عندما يكون م2 قطبا للدالة ۴ . 


البواق والأقطاب 5 


اقتراح : لاحظ أنه يوجد عدد موجب 8 بحيث 
Wie lon — (Z— zo)"f(2)| < 4] bn‏ 8>إم - :| >6 
ثم استخد م za] dha!‏ - ,2| ك ]22| - la]‏ 

۲ - اثبت أنه إذا كانت دالة ما (ء)۴ ALE‏ عند zy‏ وإذا كان م2 صفرا من درجة m‏ للدالة 
OB ۴)2(‏ الدالة ()//1 يكون ها قطب من درجة m‏ عند م2 . 

٠‏ - افرض أن )@ دالة تحليلية فى نطاق بسيط الترابط zy oly D‏ هو الصفر الوحيد للدالة 
(2)؟ فى 2 . اثبت أنه إذا كان © كفافا مغلقا bw‏ فى 0 اتجاهه الدورانى هو الاتجاه 
الموجب وبحيث © ع 20 ٠‏ فإن 

Un koa 


2ri Sc f(2) 
رتبة صفرية الدالة. الكسر (ح)/(2)”/هو مشتقة الدالة‎ mm حيث العدد الصحيح الموجب‎ 
. F(z) ويعرف بالمشتقة اللوغاريتمية للدالة‎ log f(z) 


4 - باستخدام نتيجة تمرين )١7(‏ 2 اثبت الخاصية التالية للمشتقة اللوغاريتمية المعرفة 
أعلاه . افرض أن 1 نطاق بسيط الترابط تكون فيه الدالة ؛ تحيلية P40‏ 
وافرض أن © Gus‏ مغلق بسيط فى اتجاهه الدورانى هو الاتجاه الموجب ء 
وبحيث 0+ fe)‏ عند أى نقطة من نقط © . إذا كان للدالة ؛ أصفار عددها N‏ 
تنتمى إلى داخلية © ob.‏ 

0 
2ai *c f(z) 

Evaluation of Improper Real Integrals Akal! حساب التكاملات الحقيقية‎ - VY 
تطبيق هام & البواق هو استخدامها فى حساب أنواع خاصة من التكاملات‎ 
الحقيقية الحددة . الأمثلة التى ستطرح هنا وفى بقية هذا الباب توضح هذا الاستخدام‎ 

لتلك النظرية . 

من مبادىء حساب التفاضل والتكامل نعلم أن التكامل المعتل الذى على الصورة 

f مل ضار‎ Q) 

حيث الدالة المكاملة ‏ متصلة لجميع قم × » يقال له تکامل تقار Convergent.integral Jd‏ 

وأن قيمته هى 

R 

lim f ° SOD dx + lim f f0 ax 0 

Row--R R70 “0 2 

إذا حقق وجود كل من call‏ . هناك عدد اخر مرتبط بالتكامل )١(‏ « ومفيد أيضاً 2 

يقال له es ded‏ الأساسية Cauchy principal value‏ للتكامل )١(‏ ويعرف بالعادلة 


۲ المغيرات المركبة وتطبيقات 


P.۷. ] ° f(0) dx = lim f ° Fix) dx, 0 
م-‎ Rona جك‎ 


بشرط تحقق وجود النهاية فى الطرف الأيمن . 
إذا كان التكامل )١(‏ تقاربيا » فإن قيمة التكامل التى feat‏ عليبا تكون هى نفسها 
قيمة كوشى الأساسية للتكامل . من ناحية أخرى » فإذا كانت fix‏ مثلا » فإننا نجد 
أن قيمة كوشى الأساسية للتكامل )1( تساوى صفراً » بينا لا يكون هذا التكامل تقار بيا 
حسب تعريف (۲) . ولكن إذا افترضنا أن ۴ دالة زوجية shy‏ أن ار -)/ 
لكل عدد حقيقى × ) » فإننا نجد أنه إذا تحقق و جود قيمة كوشى الأساسية للتكامل Q)‏ 
فإن التكامل )١(‏ يكون تقاربيا . وذلك لأنه فى هذه الحالة يكون 
f I00 ax = f roax =3 f _ 00 x;‏ 
وتحقق و جود النهاية ف الصيغة (*) say‏ إلى تحقق وجود كل من النهايتين فى الصيغة 
)%(- 0 
افرض الآن أن الدالة المكاملة foo‏ فى التكامل )١(‏ يمكن كتابتبا على الصورة 
)وهم = fey‏ حيث pa‏ كثيرق حدود حقيقية ليس بينهما عوامل مشتركة 
وأن («)» ليست لا أى أصفار حقيقية . إذا كانت درجة (8)» أكبر من درجة ptx)‏ على 
الأقل بدرجتين OB‏ التكامل يكون تقاربيا . ويمكننا فى كثير من الأحوال حساب القيمة 
التى يقترب منہا هذا التكامل بسهو لة وذلك lel‏ قيمة كوشى الأساسية له مستخدمين 
فى ذلك نظرية البواق. 
و لتوضيح الطريقة » دعنا نوجد قيمة التكامل التقاربى 
Oe 7 25‏ لور 1- 2x?‏ 
eX + SX F4‏ مسي م اس lo‏ 

by‏ أن التكامل فى الطرف الأيمن يمثل تكاملا للدالة 


2223-1 22-1 


= SF +4 بتي‎ D(z +4) 


على امتداد الحور الحقيقى . وهذه الدالة ها أقطاب بسيطة عند diab!‏ - م » 2+2 
وهى تحليلية فيما عدا ذلك . 

عندما R>2‏ » فإن النقط الشاذة للدالة ؛ فى نصف المستوى العلوى تنتمى 
3h‏ داخلية المنطقة النصف دائرية الحدو دة بالقطعة المستقيمة0 = ( ,8 ك × > # - على حور 
السينات والنصف العلوى بع من الدائرة م-إء| ( شكل )2( 


البواق والأقطاب ur‏ 


شکل )+9( 
بمكاملة الدالة ۴ فى اتماه ضد عقرب الساعة حول حدود هذه المنطقة النصف Wb & flo‏ 


clas 
i f(x) dx +f f(z) dz = 2ni(B, + B,) (*) 
-R Cr 


حيث 8 هو باق الدالة ۴ عند النقطة zai‏ »> ,م هو باق الدالة ۴ عند النقطة رج - ع . من 
العلاقة (4) بند )7١(‏ نعلم أن 


B, = lim (2 - f(z) =5 


1 
B, = lim(2—2f(@) = - 
272i 4 


و بالتالى فإن المعادلة )9( يمكن كتابتها على الصورة 


3 7 25 م 
ie f(z) dz. .‏ <= وال 
وهذه المعادلة الاخيرة صحيحة لجميع قم 8 ys!‏ من انين . 


سنبين الآن أن قيمة التكامل فى الطرف الأيمن من المعادلة (5) تقترب من الصفر 
عندما توول 8 إلى م . لتحقيق ذلك » لاحظ أن 
4 - |2| - |2 |) > |4 + 2و١‏ + 22 | = |4 + 527 + |z*‏ 
إذن . عندما ON‏ ۾ نقطة من نقاط )» 
(RP - 4).‏ — 82)ح |4 + ?52 + |z*‏ 
ois‏ > لكا نقطه م نقط .: 
res tre‏ حل Aad‏ من نفص يراه 
=2R? +1.‏ 1+ :|2|2 > )1 — 2223| 
و بالتالى فإن 
2R +1‏ 227-1 
R,‏ كا 
“بونج =| rears.‏ 


حيث 8ج طول القوس cy‏ . بهذا تتضح النباية المطلوبة » أى أن 


lim J. f(2) dz =0. 


Row 


Yok‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


SUL‏ فإنه هنتج من المعادلة (5) أن 


8 22-1 r 
ti =o ax =F, 
tel Sasa 2 
x 2x? ا[‎ r 
58 س‎ d=; 
ثري‎ + 5×* + 4 22 


وحيث ن هذا لتكامل يكون 3 الحقيقة تقار بيا فإننا نصل إلى النتيجة 


SFA 73‏ قر 


im 2x? -1 71‏ 
0 
۴ - التكاملات العتلة المشتملة على دوال مثلئية 


Improper Integrals Involving Trigonometric Functions 


نظرية الباق قد تكون مفيدة أيضاً فى حساب التكاملات المعتلة التقاربية التى على أى 


من الصورتين 


3 3 ١ 
j cos x dx f sin x ax ©) 


حيث GET p(x) + glx)‏ حدود حقيقية 6 AX)‏ ليسم ى شا أصفار ر حقيقيةالطريقة التى 
استخدمت ف البند السابق لا يمكن استخدامها مباشرة ia we‏ حيث أن كلا من 
|2 وم | واج هنو| تزداد مثل y‏ ه«ملوأء موذلك عندما تؤول ر إلى م ( بند SCTE)‏ 
ذا فاننا نلاحظ أن التكاملين Vy)‏ المران الحقيقم beetle‏ للتكاما 
ومع هذا فإننا نلاحف لتكاملين )١(‏ هما الجر لحقيقى والتخيلى للتكامل 


iz P(X) عنم‎ ay 
-« Gx) 


وان مقياس elt‏ يسام ی د-م. لاحظ ان bo aise”‏ فى نصف المستوى العلوى 5 
لترضيح التعديل الذى اجريناه على الطريقة السابقة » دعنا نبين الان ان 
١ cos x r (v)‏ 

——— dx=-. 

- م‎ (x? + 1)? e 

Sell, قم‎ Assy Cran 
هذا التخامل هو اجرء الحقيقى للتكامل‎ 
AS 


5 e 
چا‎ i 


الذى يمنا بدوره تكامل الدالة 


على احور الحقيقى . 


١‏ لقطب z=) taal EF EE‏ ت 
الدالة ۴ تخليلية فما عدا عندا :+ z=‏ من درجه 8-2 . القصب 2-1 ينتمى 


الباق والأقطاب wo‏ 


إلى داخلية المنطقة النصف دائرية التى حدودها القطعة المستقيمة 0= ير وج ك +« ك م#- 
على انحور الحقيقى والنصف العلوى Cy‏ من الدائرة م - إء| . حيث ۸<1 . بمكاملة 
الدالة ؛ فى تجاه ضد عقرب الساعة حول ope‏ هذه المنطقة ag‏ أن 


x ef 


5 e 
@ap 1 dx = 2i8, ¬ [rape (T) 
الحساب هذا الباق » اكتب‎ . z= باق ۴ عند القطب‎ By حيث‎ 


iz 


يكس - الف - = )$2 
و بالتالى Ob‏ صيغة (۳) بند (V+)‏ تعطى 
)¢ .3 — =)( $ = رق 


لنبين أن التكامل الثانى فى (T)‏ يقترب من الصفر عندما تؤول ۸ إلى oe‏ فإننا 
نلاحظ أنه عندما تنتمی 2 إلى Cy‏ فان 


2 2>(R? - + 1 
|2” + 1| > ( ) Losi 


e” aR 
اميه‎ <—— 
Ve (+1)? a, “(PR - 1 
وذلك حيث أن‎ 


1ك | |e! = |e‏ 
عندما 0 < ر. 
من هذه المتباينة ومعادلتئى (۳) » (4) ينتج أن 
(د) e* x‏ 5 
ا 
أى أن 
in Û > ® SG‏ 
“م )1+ Rao J-R (X2‏ 


وذلك بمساواة الجزئين الحقيقيين فى طرف المعادلة (ه). 
إذن » قيمة كوشى الأساسية للتكامل (۲) موجودة وتساوى ale‏ . بالإضافة إلى 
ذلك » فإنه يمكننا استنتاج أن التكامل )1( يؤول إلى القيمة ale‏ وذلك لأن الدالة 


المكاملة فى (۲) دالة زوجية . yt‏ | 
po‏ 


"a‏ المغيرات المركبة وتطبيقات 


تمارين 


تحقق من صحة قم التكاملات المعطاة وذلك باستخدام البواق: 
dx 2 ¥ i dx r i‏ 
fe‏ 2 


_? =) 
ewe = “v3 x?+t 2 
7r x? dx r 
i ea ae oa aay 1 FIFA 6 = 
- برك تير‎ om 5 x? dx * 
i م‎ O eee -° 
o x+1 6 o (x? + 9(x? + 4° 20 
34 ° COS ax r 
40 حيبت‎ =e“ 
‘ 1 wait 3° - لا‎ 
a>0,b>0 ٹف‎ ee ge oa 
وروي كي أ حيث‎ gl + abe -۸ 
4<0 <0 حيث‎ f e =-— = < -4 
2. ge no (x? + a(x? + 8) a? — BP =) 
1 5 " x sin 
ہاو = باد حيث  0<ه‎ - ٠ 
: أوجد قيمة كوشى الأساسية لكل من التكاملات التقاربية التالية‎ 
9 dx ~ ASN 
wo x? + 2x +2 
1 x dx 
«|۶ : الإجابة‎ a2 (2? + I? + 2x +2) 3-00 
1 دك تير‎ 
ا‎ oe 
7 x sin x dx - € 
2 + Ix? + 4) 
© sin x dx 
55 sane - ٩ 
(le) sin 2 ا الإجابة:‎ x + 4x +5 
5 cos x dx 
1 _ COS x ax - AN 
b>0 Se ‘ [erry 


Reel 


البواق والأقطاب ww‏ 


۷ - استخدم البواق والكفاف المبين بشكل )04( للتحقق من صحة قيمة التكامل 
ا 
ox? +1 3V3‏ 


۷4 - التكاملات الحددة للدوال BAN‏ 

Definite Integrals of Trigonometric Functions 

استخدام البواق مفيد أيضاً فى حساب تكاملات محددة معينة من النوع 
f Fein 0, cos 6) de. 0)‏ 
0 

وحقيقة أن 6 تتغير من صفر إلى 2 يجعل من الممكن اعتبار 68 سعة ما لنقظة 2 
تنتمى لدائرة الوحدة © التى مركزها نقطة الآصل » وبالتالى فإننا SS‏ =2 
Ct‏ 050527 عند استخدام هذا التعويض والمعادلات المصاحبة 


)( ,ي ,هوم mee‏ 
2i 2 iz‏ 
يؤول التكامل )١(‏ إلى التكامل BUSS‏ 
زهة جم الج بج z1‏ 
2i” 2 J‏ 1 


لدالة للمتغير > حول الدائرة © موجهة فى الاتجاه الموجب . وبالطبع فالتكامل )١(‏ 
صورة بارامترية للتكامل )1( وذلك حسب الصيغة (۲) بند )££( . عندما تكون الدالة 
المكاملة فى التكامل )1( دالة قياسية للمتغير 2 فإنه يمكننا حساب هذا التكامل باستخدام 
نظرية الباق حال تحديدنا أصفار كثيرة الحدود فى المقام شريطة أن لا ينتمى أى منها 
للدائرة © . 
لتوضيح ذلك ¢ دعنا نثبت أن 
زفق 8 2 d0‏ 2 

f ETT Jie (-l1 <a<1). 
هذه العلاقة صحيحة بالطبع عندما 6-0 ء ولذلك سنستبعد هذه الحالة من‎ 
البرهان . باستخدام التعويضلت )1( » يرول التكامل المعطى إلى‎ 
08 > (°) 

4 يو جد 1 ١‏ 

حيث »© هو الدائرة |z[=1‏ مع الاتجاه الدورانى الموجب 5 أصفار مقام الدالة 
المكاملة هى 
2 ص - 

ae), م„‎ 


a 


THA‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وبالتالى فإنه يمكن التعبير عن الدالة المكاملة على أنها الدالة 


ae a HAE 
IO" Grae =) 5 
لاحظ أن‎ 
|| 6ح ابتار‎ ine >1 


وذلك حيث أن 1 > ۾ > 1-.. كذلك » حيث أن 1= |ر2ر2|» ينتج أن 1> |2| . Shes‏ 
لا توجد نقط شاذة للدالة المكاملة تنتمى للدائرة © 6 والنقطة الشاذة الوحيدة التى 
تنتمى لداخلية الدائرة © هى القطب البسيط 2 . باق الدالة المكاملة المناظر لهذا القطب 


هو 
2 
حلم = - اله - م هنا- ھ 
وبالتالى فإن 1 
2/a _ an,‏ 
Ta‏ = قنهة - :4 1 وروررج + تج ا[ 


ومنها نحصل على قيمة التكامل )٤(‏ کا هو مطلوب . 
ve‏ — التكامل حول نقطة تفرع Integration Around a Branch Point‏ 
كتو ضيح أخير لاستخدام نظرية الباق فى حساب التكاملات الحقيقية سنعتبر الآن 
مثالا يتضمن نقط تفرع وفروع قاطعة . 
افرض أن فور ان حيْث.0 < × 19 > » > 0ءترمز للقيمة الأساسية للدالة الأسية 
بالنسبة للأس المذكور أى أن xt‏ هو العدد الحقيقى الموجب XD (—a Logx)‏ ٠سنقوم‏ 
الآذ بحساب التكامل الحقيقى المعتل 
[me 3 <a<1) 0)‏ 
وهذا التكامل ذو Li‏ خاصة فى دراسةدالة Gamma function le‏ . يتحقق و جود 
هذا التكامل عندما 1 > » > 0 و ذلك حيث أن الدالة المكاملة تتصرف مثل re‏ بالقرب 
من 0= × ومثل *-»-بر عندما تؤول woudl x‏ 
لحساب التكامل )١(‏ نعتبر التكاملين الخطيين 
J Dd f fied‏ 
Cı C2‏ 


)1( انظر على سيل المخال ص 4 من OS‏ ليبيديف Lebedev‏ المذكور فى ملحق )١(‏ 


البواق والأقطاب 4 


: جت‎ 
(= ممع > 3 ,9 <اءا) سے‎ <), 
ee Site x Sr 
A ae (11> 0.5 > ممه‎ <3) 


وحيث ٥,٤‏ هما الكفافان المغلقان البسيطان الموضحان فى شكل )9%( . فى هذا 
الشكل ۸ > ۱> م الزاوية ه! ختارة ١5/2 > <r CF‏ 
لاحظ أن الدالة ۴ تحليلية عند جميع نقط الكفاف Cp‏ وداخليته و بالتالى فإن 
إفة عه ا [ 
بالإضافة إلى ذلك Ob‏ الدالة رم تحليلية at‏ نقط Cy GUN!‏ وداخليته فيما عدا عند 
القطب البسيط 1- GA z=‏ ينتمى إلى داخلية Cy‏ . من تعريف الدالة fy‏ 
z7“ = exp [—a(Log |z| + iarg z)}‏ 
حيث =< 2 >5 وباق fy‏ عند القطب rent‏ هو 
(z + Df(2) = lim 2 * = exp (—azi).‏ م 
وبحي mae‏ 


إذن 

f(2) dz = 251 exp (—ani). (Tr)‏ ا[ 

وحيث أن )> )ير عل الشعاع argz=@‏ يكون من الصحيح أن 
0 عه f az + f, a te = f je ax = fa‏ 


+ 8 fide + fale) dz + (2) dz + f Sole) dz 


حيث ۽۲ القوس الدائرى الأكبر » on‏ القوس الدائرى الأصغر من الكفاف المغلق 
البسيط Cy‏ » حيث 1,2=« ..الموضح فى شكل (ON)‏ . 


(OY) شكل‎ 


الف المتغيرات ASM‏ وتطبيقات 


وعندما تنتمى < إلى (1,2-) ,۲آ فإن 


R 
حك | = ۵ا‎ ae 
فإن‎ 2x۸  اهطيحم التى‎ ele Tr وحيث إن القوس‎ 
8 HOLE re 
إذن‎ 
lim | عه (اير‎ - 0 (k=1,2. .)5( 
ل‎ 
وعندما تنتمى2 إلى :7 (1,2- ©) فإن‎ 
pe fed E 
ا = ارا‎ 
وبالتالى فإن‎ 
| ا‎ r | 5 — 2p, 
3 
lim | f(z) dz =0 (k =1,2). نك‎ 
PO "Fk 


من معادلة )£( والنتائج السابق الحصول bale‏ فى المعادلتين(0) » )١(‏ وكذلك 
المعادلتين (۳) 2 (۳) ينتج أن 


he ( [ne dx — 1 f(x) ax) - 21 (= a: 


2-0 


je Log x _ g-a(logx+2niy dx 


fied ax - ff ax = fixe 


- مستت‎ 5 e2 dx, 


x+1 
على‎ jad فإننا‎ 
fF x _ 2riexp (ari) 
=) x+1 * = TL exp (—2ani)" 
en 
أى أن‎ 


a ial n 
8 = (O0<a<D. 


البواق والأقطاب لف 


تمارين 
استخد م البواق للتحقق من قم التكاملات المعطاة : 
dé 8 5 2 2 do _2n 1 1١ 7‏ يا 
J, Fram 3 35 )5(‏ تس lie?‏ 
dê 2r‏ 2 
۲ = 6 9 55 
I, 1+acos@ V1] a ™‏ حيت 1> > 1 
in cos? 30 86 0 ۳)‏ 
o 5—4cos2@ 8‏ 
cos 26 dé ra?‏ 8 1 
Tamra Ta 04‏ حيث 1>م>1- 
f dê 5 na 8‏ 8 
6 تي قو !8 o GF cos‏ حیٹ 1<ه 
dap f sin 0.9 = a (a)‏ .... ,1,2 =۸ 
۷ استنتج الصيغة التكاملية 
Vr‏ ° 
exp (—57) (6 > 0)‏ حي = f exp (— x?) cos (2bx) dx‏ 
وذلك بمكاملة الدالة (22-) exp‏ حول حدا لمستطيا الموضح فى شكل (OF)‏ ثم إجعل 
ه تؤول إلى مه . استخد م حقيقة أن 


° Va 
f exp (— x?) dx لاص‎ 
3 2 


y 
3 
al Rx 
(Of) شكل (87) 1 شكل‎ 
تحقق من صحة الصيغ المعطاة‎ - ۸ 

3 © Lo , 

eee Tw ‘ { ee ب‎ =0 ® 
0 (x +1? 4 o x +1 


اقتراح : يمكن استخدام الكفاف المغلق البسيط الموضح بشكل (4 8) مع نتائج تمارينى 
رك )8( بند|(۷۳). 
4 - دالة Beta function ty‏ ھی دالة المتغيرين الحقيقيين : 


a 
B(pa) = | 171(1 — 1)7 de (p > 0,7 > 0). 
o 


۲ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


باستخدام التعويض (1+)/1 م واستخدام النتائج التى حصلنا عليها فى بند )۷٠١(‏ 
ابت أن 


B(p, 1 - p) = O<p<!). 
sin pr 
: استنبط الصيغ التكاملية التالية‎ (OV) بمعاونة الكفافات الموضحة فى شكل‎ - ٠ 
1 J x12 7F 
x12 = exp (— } Log x) أ 4 حيث‎ FI ys م"‎ 


ox am 1-2 
-1 <a <3, x" = exp (a Log xX) م حي‎ GF Di 7 4 cos a7) 


رب 
١‏ - استنبط تمهيدية جورداك Jordan’s Lemma‏ : 


R2 T 
معدم ا[‎ dd > (R>0). 


اقتراح : لاحظ أولا أن 20/7 6 مزه عندما 2/< > هم وذلك من منحنى دالة 
الحيب . بعد ذلك اكتب exp (—2R6/7)‏ ك )8 exp (~R sin‏ 
۲ - تكاملات فریسنJ Fresnel Integrals‏ : 


° 0 Vz 
2( dx = sin (x?) dx = —_ 

f cos (x?) dx i, x 23 

تلعب دور هاما فى نظرية الحيود ( أو الانكسار ) Diffraction Theory‏ . باعتبار آن 


[exp (— x?) dx = 7,‏ 
أوجد قيمة تكاملات فريسنل بمكاملة الدالة exp Giz):‏ حول حد القطاع م >0 6 
4 > 056 ثم اجعل ‏ توول أإلى oo‏ استخدم تمهيدية جوردان ( تمرين COS)‏ 
OLY‏ أن قيمة التكامل على طول القوس الدائرى ۸= › 5/4 “050 تؤول 
للصفر عنذما يؤول © إلى wo‏ 

۴ - نفرض أن النقطة م2 على حور السينات قطب بسيط لدالة ما ۴ وأن By‏ باق 
۴ عند هذا القطب . نفرض أن النصف العلوى من الدائرة  lz—xol=e‏ 
ر شكل ٠١‏ ) موجها ضد عقرب الساعة › حيث م صغيرة صغاً كافيا بدرجة 
تبعل ؛ AE‏ لجميع نقط داخلية الدائرة وغيطها فيما عدا عمد الطب وم bey.‏ أن 

fe) == + و‎ (O > |z—x0|<p) 


حيث ج دالة تحليلية » وبالتالى متصلة › لجميع نقط الجوار |ه× 2 ء اثبت أن 
lim froa= — Bort.‏ 
5 0م 


البواق والأقطاب WwW‏ 


شكل )00( 


١4‏ - الصيغة التكاملي 


تلعب دورا هاما|فى نظرية متسلسلات Fourier series’ dy yd‏ . استببط هذه الصيغة 
بمكاملة 2/| حول الكفاف المغلق البسيط © الموضح بشكل (Ob)‏ ثم اجعل # 
يؤول إلى © إو م يؤول إلى الصفر . استخدم تمهيدية جوردان ( تمرين )١١(‏ ) 
لإثبات أن قيمة التكامل على طول نصف الدائرة*86 = 2 76 OS‏ 5 0 تقترب من الصفر 
عندما yp‏ * إلى © ٠.‏ كذلك استخدم تمرين VN)‏ لإثبات أن قيمة التكامل على 
امتداد نصف الدائرة الصغرى الموضحة بشكل (24) تقترب من ن7 عندما 
Soe‏ م إلا الصفر . 


[ae at استبط صيغة أ مل‎ - ٠5 
o × 2 
Ga وكمل الدالة وروم‎ asinex= Ree) اقتراح : لاحظ أ‎ 
(Ot) بشكل‎ cee fit حول الكفاف‎ 
تكامل الدالة‎ - 5 


I = Gi وم‎ 


على فترة تحتوى ن ة الأصل لا يتحقق وجوده . اثبت أن القيمة الأساسية لتكامل هذه 
الدالة عل طول أمحور السينات بأكمله » أى 
|4 ضار PV. f faddr= n] fen ax + f‏ 


حيث 0<م |. لا وجود.اوجد هده القيمة باستخدام الكفاف الموضح بشكل 
(84) والنتيجة السابق الحصول عليها فى تمرين HOVE)‏ 
الإجابة : 2/5 


)1( انظر كتاب ر لق.تشرشل R.۷. Churchill‏ المعنون 
‘Fourier Series and Boundary Value Problems’’‏ 


, ۷۹٩۳ CAN - ۸٩ الطبعة الثانية ص‎ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة 


Conformal Mapping 


فى هذا الباب سنقدم مفهوم الراسم الحافظ للزاوية الموجهة ثم نستنبط بعض النتائج 
المتعلقة بسلوك الدوال التى تكون توافقية فى داخلية منطقة ما وقابلة للاشتقاق على حد 
هذه المنطقة تحت تغيير للمتغيرات يتعين بمثل هذه الرواسم . وف الباب التالى سنعطى 
بعض التطبيقات هذه wed‏ : 
VN‏ - خواص أساسية Basic Properties‏ 

دعنا نفحص التغيرات الناتجة فى اتجاهات المنحنيات المارة بنقطة م تحت تأثير 
التحويلة (): w=‏ عندما OSG‏ الدالة ۴ تحليلية عند م2 و 0 (ت)ثمر. 

نفرض أن © قوس أملس مار بالنقطة 29 . إذا كان .)0 + )»د = 2)0 ,ة 5 ؛ > هء 
تمثيلا بارامتريا للقوس © فإن : [2)0]/ر- StS ۵, w(t)‏ م » يكون تمثيلا بارامتريا للقوس1 
صورة © بالتحويلة 6 = س . تبعا لقاعدة السلسلة المعطاة فى تمرين (۷) بند )٤۳(‏ 
نعلم. أن 
دق WO=S' OK.‏ 


إذد » عندما يقع القوس © فى نطاق يحوى النقطة م2 وتكون فيه الدالة م تحليلية 
و 0 (ع)"/ ob‏ الصورة ٣‏ للقوس © تكون أيضاً قوسا أملسا . وعلاوة على ذلك » 
فإننا fad‏ من المعادلة )١(‏ على العلاقة 

arg )( = arg/e(] + arg 2'(). 00 


1۹ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


زاوية ميل خط موجه مماس للقوس © عند النقطة Alo)‏ = 20 , ( > م > ه » هى أى 

قيمة و0 من قم Z(t)‏ همه( بند (ET)‏ ) . إذا كانت مل أحدى قم arg f'Go)‏ فإن المقدار 
Wo + On‏ = وق 

يكون قيمة من قم (م)« عه وذلك تبعا للمعادلة (؟) و بالتالى تكون هذه القيمة هى 
زاوية ميل الخط الموجه المماس للقوس' ٣‏ عند النقطة f(z)‏ = ر«( شكل )١١(‏ ) .إذن » 
عندما تكون دالة ۴ تحليلية عند نقطة ما 20 و £0 (ر)/ فإن الخط الموجه 
المماس لقوس أملس © عند م يدور بزاوية مقدارها 
Wo = are f'(Zo) (v)‏ 
تحت تأثير التحويلة (2)/= «. 

افرض أن ٥,٥2‏ قوسان أملسان ماران بالنقطة zy‏ وأن 82 و ,6 هما زاويتا ميل 
المستقيمين الموجهين المماسين للقوسين ٥.٤‏ على الترتيب عند وج . جما ذكر أعلاه ينتج 
أن 
02 + ملاع %2 ,0 + Wo‏ = $1 
هما زاويتا ميلى المستقيمين الموجهين المماسين للصور Ta‏ , :1 للقوسين ر٥‏ و Cy‏ على الترتيب 
عند النقطة (م)/= و« إذن» ,0 - ر6 = يه - وف » أى أن الزاوية ري - ري من ع إلى 

را ها نفس مقدار واتجاه الزاوية ,6 - ر0 من 01 إلى Cy‏ .هاتان الزاويتان يرمز هما 
بالرمز ۾ فى شكل )٥۷(‏ . 

يقال لراسم يحفظ مقدار واتجاه الزاوية بين أى قوسين أملسين مارين بنقطة معينة أنه 
راسم حافظ للراوية الموجهة Conformal mapping‏ عند هذه النقطة . ما سبق استنباطه 
يمكن صياغته فى النظرية التالية . 

نظرية : عند كل نقطة 2 تكون عندها ؛ تحليلية وبحيث ±0 (2)”/ يكون الراسم 
w =f)‏ حافظا للزوايا الموجهة . 


الاسم الحافظ للزاوية الموجهة rw‏ 


فيما يل عندما نقول راسم حافظ للزوايا الموجهة أو تحويلة حافظة للزوايا الموجهة 
فإننا سنعنى الرسم بدالة تحليلية معرفة على نطاق لا تنعدم مشتقة الدالة عند أى من 

يقال للراسم الذى يحفظ مقدار الزاوية وليس بالضرورة اتجاهها أنه راسم حافظ 
للزوايا اهدمعه:1 . التحويلة 2=« انعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى وهى تحويلة 
حافظة للزوايا ولكنها ليست حافظة للزوايا الموجهة . وإذا أتبعت هذه التحويلة بتحويلة 
حافظة للزوايا الموجهة فإن التحويلة ware) LN‏ تكون أيضاً حافظة للزوايا 
ولكن ليست حافظة للزوايا الموجهة . 

افرض أن ۴ ليست دالة ثابتة وتحليلية عند نقطة ما مع . إذا كانت 0= f'Zo)‏ فإن م2 
يقال ها نقطة حرجة Critical Point‏ للدالة ۴ . فمثلا النقطة 2-0 نقطة حرجة للتحويلة 

2ج ع بر 

هذه التحويلة ترسم الشعاع م-م الذى رأسه النقطة ه-+ فوق الشعاع Gare‏ 
الذى رأسه النقطة wo‏ . من هذا نرى أن مقدار الزاوية بين أى شعاعين رأساها النقطة 
الحرجة 2-60 يتضاعف تحت تأثير هذه التحويلة . 

وبصفة عامة » يمكن تبيان أنه إذا كانت 2g‏ نقطة حرجة للتحويلة (2)/ - w‏ فإنه يوجد 
عدد صحيح موجب m‏ بحيث يكون مقدار صورة الزاوية بين قوسين أملسين مارين 
بالنقطة w = f(z) ak pull zy‏ يساوى " من المرات مقدار الزاوية بين القوسين . 
العدد الصحيح 2« أصغر عدد صحيح موجب LA‏ #0 )29( ™£ . وسنترك تفاصيل إثبات 
ذلك كتارين للقارىء . 


Further properties and Examples إضافية وأمغلة‎ wis - ۷ 


إذا كانت صورتا منحنيين براسم حافظ للزوايا الموجهة متعامدتين فإن هذين 

المنحنيين لابد وأن يكونا متعامدين . وعلى سبيل الخصوص .ء إذا كانت التحويلة 
u + io = f(x + iy)‏ 

حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة (مبرىح) وإذا كانت iv)‏ + م×) = و + مس OB‏ 
المنحنيات المستوية مه- (رم)» ٠‏ 09 = (رب)ن ترسم إلى الخطوط المستقيمة المتعامدة 
م > * .و = و على الترتيب . وبالتالى لابد وأن تكون هذه المنحنيات المستوية متعامدة 
) قارن تمرين OT)‏ (۲۰) ) . 

خاصية أخرى لتحويلة (م)ر- مد حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة ty‏ يمكن الحصول 


۹۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


|F'(zo)| = tim الح فالا‎ cree 


م2 ¬ 2| مودعم 

من هذا يتضح أن الطول “ءا sal nal‏ التى إحدى نقطتی نہایتہہا ty‏ 
يزيد أو ينقص تقريبا olay‏ |(1|/")20 2 تحت تاثير التحويلة ):-*« وذلك OY‏ 
|(20)/- (2)/| هو طول القطعة المستقيمة المناظرة: فى المستوى المركب س. 
بالإضافة إلى ذلك فإن صورة منطقة صغيرة فى جوار ما للنقطة مد يكون ها تقريبا نفس 
شكل المنطقة الأصلية . كل من زاوية الدوران .من المعطاة بالمعادلة (5) بند (05) 
والمعامل القياسى |(ء)"/| لتحويلة حافظة للزوايا الموجهة يتغير عموما من نقطة لأخزى 
و بالتالى فإن منطقة كبيرة قد ترسم إلى منطقة لا تحمل أى نوع من التشابه مع المنطقة 
الأصلية . 

التحويلة )£2 w=‏ الحافظة للزوايا الموجهة عند نقطة 25 ها معكوس محل Local inverce‏ 
هناك . أى أنه إذاكانت Wo = flag)‏ فإنه يوجد نطاقين مستطيلين RS‏ مراكزهما عند ۷ر2 
على الترتيب بحيث تناظر كل نقطة 8 owe‏ نقطة وحيدة 268 تحقق w= f@)‏ . التحويلة 
العكسية » التى يرمز ها بالرمز («)ج =2 » تحليلية عند we‏ ومشتقتها هناك تعطى بالصيغة 
Fes (1)‏ = )9(0 

تحقق وجود مثل هذه الدالة العكسية ينتج مباشة من نتيجة فى حساب التفاضل 
والتكامل للمتغيرات RBA‏ وستذكر هنا هذه النتيجة ونترك تفصيلات تطبيقاتها 

oul‏ . إفرض أن الدالتين 

u=u(x,y), v=v(x,y) (‘)‏ 
متصلتين فى جوار ما لنقطة (ملارى*)ف المستوى xy‏ وأن هما مشتقات جزئية أولى متصلة 
عند جميع نقط هذا الجوار . هاتين الدالتين تمثلان تحويلة إلى المستوى wv‏ ونفرض بالإضافة 
إلى ذلك أن جاكوبى التحويلة : 


u(x,y)  u,(x,y) = u,(x,y)o,(%,y) — 0,(2,y)u,(x,y) 


TOY = | Gey) 003) 


لاينعدم عند Goido)‏ . وبالتالى إذا کان (مرم×)» = lo‏ و Xoo)‏ = من فإنه يوجد 
نطاقان مستطيلان ۴,8 مركزيهما (درم:») , (مره×) على الترتيب بحيث تناظر كل 
نقطة 8 8 (uv)‏ نقطة وحيدة8 : (ر») بحيث ua=uxy)‏ و vao(xy)‏ . وهذا يمكننا 
من تعريف الدوال العكسية 


)1( انظر على سبيل المثال كتاب Advanced Calculus‏ تأليف A.E. Taylor, W.R. Mann‏ الطبعة 
الغانية ص ۲١۲ - ON‏ )۱۹۷۲ . 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة 14 


u,v) (")‏ = ر x=xuv),‏ 
على و. هذه الدوال متصلة = مشتقات جزئية dal‏ متصلة 0 الشروط 
rome Ys X40) = “Tes 2) ais‏ بير = x(t)‏ 


yuo) = - ZS vey), yee) = 2 )يلا‎ 


حيث النقط (av), (x,y)‏ مرتبطة بالمعادلات (۲) 6 (3) . 

لاحظ أنه بالرغم من أن التحويلة الحافظة للزوايا الموجهة أحادية فى جوار ما لكل نقطة 
من نقاط نطاق تعريفها إلا أنها لا تكون بالضرورة أحادية فى نطاق التعريف بأكمله . 
كمثال على ذلك الدالة 22 = « الحافظة للزوايا الموجهة فى النطاق 2> |2| >1 والتى 
لا تكون أحادية فى هذا النطاق . 

لاحظ ان كل من الدوالالبسيطة التى درسناها فى الباب الرابع تحليلية فى نطاق ما . 
وبالتالى Ob‏ التحويلات المعرفة هذه الدوال تكون نحافظة للزوايا الموجهة عند كل نقطة 
تكون عندها الدالة تحليلية وليست نقطة حرجة (بند (VI)‏ ) . وكمثال توضيحى » 
التحويلة 

w= 22. x? — y? + i2xy 
و.الخط المستقم‎ =×, x= 1 حافظة للزوايا عند النقطة 1+3 =2 حيث يتقاطع المستقيمان‎ 
و :يرسم إلى الشعاع 0< ,0 =» ويرسم الخط المستقم 8-1 إلى المنحنى الذى يمثل‎ =× 
بارامتريا بالمعادلات‎ 
u=l-y*, v=2y 

هذا المنحنن الأخير هو القطع المكافء ‏ (1-/)4- = ”م (شکل (QA)‏ . 
إذا اعتبر اتجاه تزايد و على أنه الاتجاه Com ght‏ لكلا المستقيمين فى المستوى المركب ع فإن 
مقياس الزاوية الموجهة من الخط المستقم ×=ر إلى الخط المستقم 1=× يساوى ۸7/4 . 
عندما 0 < ر of‏ تزايد و على امتداد الخط المستقم ×= يستتبعه تزايد ؛ على امتداد 
الخط المستقم ه=ه » وذلك OY‏ تبره v=‏ وبالتالى يكون الاتجاه الموجب لصورة 
المستقم ×=« إلى del‏ عندما y>0‏ . وهذا صحيح Lal‏ بالنسبة للقطع GSU‏ » 
کا يتضح من المعادلة البارامترية الثانية ر2 = ه . من هذا يمكننا استنباط أن مقياس الزاوية 
الموجهة من صورة المستقم y=x‏ إلى صورة المستقم x=1‏ عند النقطة 21 - م( هذه 
النقطة هى صورة النقطة ف+2-1) يساوى 75/4 5 هو مطلوب . 

لاحظ أن زاوية دوران التحويلة 2ج دس عند النقطة + 2=1 هی إخدى 3 


ف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ie arg ]20 +‏ 2/4 . المعامل القيابى عند هذه النقطة يساوى 2/2 . 


u‏ و 
5/4 
2i‏ 7/4" 
1+i‏ 
x‏ 


شكل (OA)‏ 
تمارين 
١‏ - عين زاوية الدوران عند النقطة 2+7 z=‏ بالتحويلة ۶=« . وضح iy‏ زاوية 
الدوران لمنحنى خاص . اثبت أن المعامل القياسى هذه التحويلة عند النقطة المعطاة يساوى 
.20/5 


- عين زاوية الدوران بالتحويلة 2 ع ور 


(أ) عند النقطة (wy z=1‏ عند النقطة z=i‏ 
الأجوبة : (أ) 2 Ae)‏ 


- اثبت أن صور المستقيمين 1- »درو 0حير بالتحويلة wade‏ هى الدائرة 


0-ه-ةو+ة والخطالمستقم ١-0‏ على الترتيب.ارسم هذه المنحنيات وعين الاتجاهات 
المتناظرة عليها وتحقق من أن هذه التحويلة تكون حافظة للزوايا الموجهة عند النقطة 1 = ٠2‏ 
إثبت أن زاوية الدوران عند النقطة الغير صفرية ,6:) ٠×‏ مم ع م2 بالعحويلة ."2 = ٠۷‏ 
حيث ” عدد صحيح موجب . تساوى 1(0 - )١‏ :. عين المعامل القياسى هذه التحويلة 
عند النقطة المعطاة . 

nrg: الإجابة‎ 

cut‏ أن w=expz ab putt‏ حافظة للزوايا الموجهة عند جميع bat‏ فى المستوى 
ارب . لاحظ أن صور القطع المستقيمة الموجهة المبينة بشكلى (۷) » (8) ملحق (V)‏ 


. تحقق هذا . 


اثبت أن التحويلة2 هذد#«حافظة للزوايا الموجهة عند جميع النقط عدا 20-1(5/2) z=‏ 
> حيث .....2+ ,41 ,0ب #الاحظ أن صور القطع المستقيمة الموجهة المبينة بالأشكال 
)١١(٠)٠١(: CA)‏ ملحق (۲) تحقق هذا . 

افرض أن )/-« تحويلة حافظة للزوايا الموجهة عند 20. اكتب 
س ت f)=uxy)‏ واستخدم نتائج حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة دف 


الحقيقية المذكورة فى بند (VV)‏ لإثبات أن الدالة #يكون ها معكوس محل ع عند م2 وتحليل 
عند flo)‏ + 
إقتراح : عبر أولا عن التحويلة ware)‏ بدلالة dole‏ (۲) بند (VV)‏ 
لتبيان أن الجاكوبى لاينعدم عند (roe)‏ © إستخدم معادلتى كوشى - ريمان لإثبات أن 
قيمته عند النقطة م2 تساوى 1720| . بعد ذلك عرف ع بدلالة معادلتى (”) بند 
(VY)‏ واستخدم الشروط (4) لإثبات أن المشتقات الجزئية الأولى فاتين الدالتين BE‏ 
معادلتى كوشى - ريمان عند النقطة (0ترم») . 
۸ - إثبت أنه إذا كانت(«)و > 2ا معكوسة الحلية للتحويلة(2)/ = «الحافظة للزوايا الموجهة عند 
النقطة م2 old ١‏ 1 
صمي = Io)‏ 
حيث(20)/-«الاحظ أن و جود(ه«)'ويتحقق من تمرين (۷) وأن الصيغة المعطاة أعلاه تبين 
ان ۾ تكون فى الواقع حافظة للزوايا Age ght‏ عند رس. 
إقتراح : اكتب 2 -[(2]/)2 ثم طبق قاعدة السلسلة لإيجاد مشتقات الدوال المحصلة . 
4 - أوجد المعكوسة الحلية للتحويلة 2 w exp‏ عند النقطة (أ) .0= م2 (ب) :20 = 20 حقق 
صيغة )١(‏ بند (VV)‏ لتفاضل المعكوسة الحلية التى حصلنا عليها فى تمرين (8) . 
الاجوبة : (أ) Logw‏ )ب( Logw + 2r.‏ . 
٠‏ - افرض أن zy‏ نقطة حرجة للدالة ۴ وأن m‏ أصغر عدد صحيح موجب بحيث 
ores) #0‏ . افرض أن ۳ هى صورة القوس الأملس © بالتحويلة ()7=« PE‏ 
موضح بشكل )0%( . إثبت أن زاويتى الميل تحققان OW‏ العلاقة 
$o = mA + arg [f(Zo)}.‏ 
ومن ثم إثبت أنه إذا كانت » ترمز للزاوية بين القوسين الأملسين Cy Cy‏ كا هو موضح 
بشكل (OV)‏ فإن الزاوية المناظرة بين الصورتين » هى »م ‘P=‏ 
إقتراح : من مفكوك تايلور للدالة ؛ عند zy‏ نحصل على العلاقة 
n+‏ 5 
CE E eno +]‏ 


ثم نستخدم حقيقة أن زاوية ميل القوس © عند م وزاوية ميل صورته ١‏ عند 20)/ 
هما نهايتى'(,ج -) arg Ll) — flood], arg‏ على الترتيب عندما تقترب ty (At‏ على 
امتداد القوس © 5 


arg Lf(z) — f(zo)] = m arg (z - zo) + arg 


Harmonic Conjugates المرافقات التوافقية‎ - VA 


لاحظنا فى بند (۲۰) أنه إذا كانت 
f(2) = u(y) + oy)‏ 


۲ ; المتغيرات المركبة وتطبيقات 


دالة LLL‏ فى نطاق ما OB CD‏ الدالة الحقيقية oy)‏ تكون المرافق التوافقى للدالة 
الحقيقية u(x,y)‏ .أى أن » الدالتين («ز»)در(ز»)»توافقيتان فى 8 و تحقق مشتقاتهما الجزئية 
الأولى معادلتى كوشى - ريمان 
u,(x,y) =0,(x,y), u(y) = —0,(.y) (\)‏ 
عند جميع -D ba‏ 
سنبين الآن أنه إذا كانت (د»ه دالة توافقية معطاة معرفة على نطاق بسيط الترابط 
« » فإنه يوجد دائما مرافق توافقى ها . لإثبات ذلك » سنعتبر أولا التكامل الخطى 
f een dr + u(r) dt ()‏ 
(xoro)‏ 
حيث مسار التكامل أى GUS‏ يقع ف < ويصل النقطة الثابتة (oro)‏ — بنقطة 
متغيرة (2(,*) . سنستخدم ٤‏ كمتغيرات التكامل وذلك للتمييز بينهما وبين 
المتغيرات التى تظهر فى الحد الأعلى للتكامل . الصيغة المقترحة للتكامل (؟) تولدت من 
حقيقة أنه إذا كانت « مرافقة توافقية للدالة » فإن 
dv =v, dx + vy dy = —u, dx + u, dy.‏ 
وحيث أن u‏ توافقية على D‏ فإنها تحقق معادلة لابلاس : 
,0 = )رو + Weal)‏ 
التى ينتج منها of‏ المشتقة الجرئية للدالة -a(xy)‏ بالنسبة للمتغير y‏ تساوى المشتقة 
الجرئية للدالة («»)يه بالنسبة للمتغير × . أى أن الدالة المكاملة فى التكامل (؟) 
تفاضل Mets‏ من هذا يتضح أن التكامل (؟) لا يعتمد على المسار الختار و بالتالى يعرف 
دالة حقيقية 
22 
فى المتغيرين xy‏ ( الحد الأعلى للتكامل ) . 
بقى الآن أن نثبت أن oly)‏ مرافق توافقى May). DL‏ . من صيغ 
التفاضل للتكاملات الخطية ذات حد أعلى متغير للتكامل » بحساب التفاضل والتكامل 
للمتغيرات الحقيقية » pad‏ على 
—uy(%y), 0, (%,y) = uy) (%)‏ = )1% 
المعادلتان (4) هما معادلتا كوشى - ريمان )١(‏ . وحيث of‏ المشتقات الجزئية الأول 


(x,y) 
v(x, y) = J , —u(r,t) dr + u,(r,t) dt 
x0, 0` 


)١(‏ لزيد من التفاصيل عن التفاضلات التامة التى استخدمت هنا انظر على سبيل JEM‏ كتاب 
A.E. Toylor,W.R. Mann ijt Advanced Calculus‏ . الطبعة الثانية ص £40 - 
NAVY. Ot‏ 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة ينف 


للدالة uy)‏ متصلة فيتضح من (4) أن المشتقات الجرئية الأؤلى للدالة (د,)؛ متصلة 
أيضاً . و بالتالى فان u(x,y) + in(x,y)‏ تكون دالة تحليلية فى النطاق D‏ ( بند (VY)‏ ) وهذا 
بدوره يثبت أن ه مرافق توافقى للدالة نا . 

الدالة 2 المعرفة بالصيغة )1( ليست بالطبع هى المرافق التوافقى الوحيد للدالة س . 
وذلك لأن الدالة »+ (ر»)ه » حيث » ثابت اختيارى حقيقى » مرافق توافقى أيضاً 
للدالة ۾ . 

لتوضيح ماذ كر اعلاه » اعتبر الدالةر× = (ز,*)»التوافقية على المستوى xy‏ بأكمله . من 
المعادلة (7) » الدالة ei aia‏ 

(0,0) 

مرافق توافقى للدالة «,<)ن . يمكن إيجاد قيمة هذا التكامل بالتجربة » کا يمكن 
كذلك إيجاد قيمته بمكاملته أولا على امتداد المسار الأفقى من نقطة الأصل إلى النقطة 
(ه,») ثم مكاملته بعد ذلك على امتداد المسار الرأسى من (ه,») إلى النقطة Cray)‏ وعموما 
لك o(x,y) = —}x? + 49”, a‏ 
والدالة التحليلية المناظرة هى . 

f(g) = xy - 57 -y)= - 52. 1 

Transformations of Harmonic Functions تحويلات الدوال التو أفقية‎ - V4 

تعتبر مسألة إيجاد دالة توافقية فى نطاق معين وتحقق خواصا محددة على حد هذا 
النطاق من المسائل الأساسية فى الرياضيات التطبيقية . إذا كانت قم الدالة محددة على خد 
النطاق فإن المسألة تعرف بمسألة شروط حدية من النوع الأول أو مسألة دريشلت 
Dirichlet: problem‏ . وإذا كانت قم مشتقة الدالة فى الاتجاه العمودى محددة على حد 
النطاق فإن المسألة تعرف بمسألة شروط حدية من النوع الثانى أو مسألة نويمان 
Neumann problem‏ . تعديلات فى هذه الأنواع من الشروط الحدية أو مز منها قد 
تظهر كذلك . 

كل دالة تحليلية تمدنا بزوج من الدوال التوافقية . فعلى سبيل المثال » حيث أن الدالة 

*ز- شاملة فإن مركبتيها . 


H(x,y) =e7*sinx,  G(x,y) = -6 7 cos x (\)‏ 
تكو Ob‏ توافقيتان عند جميع النقط . الدالة 33 تحقق الشروط : 
Hylxsy) = 0, 00‏ + (لزم)م ا 


H(Oy) =0, H(x,y) > 0, زه‎ 


نلف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


H(x,0) = sin x, a H(x,y) =0 (£)‏ 
وعليه فهى تشكل مسألة دريشلت للشريحة 0 < cay‏ × > 0.بالطبع » نفس الدالة تحقق 
شروطا حدية أخرى لنفس النطاق ولنطاقات أخرى . فعلى سبيل المثال » مشتقتها فى 

H,(%Y) العمودى‎ le! 
~x= 2 تنعدم على الط المستقم‎ 
اكتشاف حل مسألة معطاة وذلك بالتعرف على كونها الجزء الحقيقى أو‎ Se أحياناً‎ 
التخيل لدالة تحليلية . ولكن نجاح هذا الأسلوب يعتمد على بساطة المسألة ا يتوقف‎ 
كذلك على إلمامنا بالأجزاء الحقيقية والتخيلية لقدر كبير من الدوال التحليلية . سنعطى‎ 
. الآن إضافة هامة تساعد على حل مثل هذه المسائل‎ 
نظرية : افرض أن الدالة التحليلية‎ 
F(z) = ulx,y) + iv(x,y) 
المستوى المركب س . إذا كانت‎ Sp, ترسم نطاق ,داف المستوى المر كب < فوق نطاق‎ 
الدالة‎ ob. Dy دالة توافقية معرفة على‎ 70,( 
H(x,y) = h[u(x,y), 0(x,»)] 
D, تكون توافقية فى‎ 
p, البرهان الذى سنقدمه للنظرية المعطاة سيكون للحالة التى يكون فيا النطاق‎ 
» بسيط الترابط » وهذه فى الواقع هى الحالة التى تقابلنا غالبا فى التطبيقات . تذكر أن‎ 
وذلك حسب البند السابق » كل دالة توافقية («»)۸ معطاة يناظرها مرافق‎ 
تكون توافقية فى النطاق ب,«.‎ Ow) = ۸)»,«( + إذن الدالة (د,»)وة‎ . guy) توافقی‎ 
Lal تعليلية ف النطاق ,د » فإن الدالة المركبة [(2)/]©» تكون‎ fey حيث أن الدالة‎ 
بالتالى فإن الجزء الحقيقى [(ر»),(ر,»)»]۸ هذه الدالة المركبة يكون‎ yw, تحليلية فى النطاق‎ 
. 2, دالة توافقية فى النطاق‎ 
ويجب أن ننوه إلى أن برهان النظرية المعطاة فى الحالة العامة التى لا يكون فيها النطاق‎ 
بالضرورة بسيط الترابط يمكن كتابته وذلك باستخدام قاعدة السلسلة للمشتقات‎ < 
. الجزئية » وسنترك التفاصيل للقارىء كتمرين‎ 
توافقيةفى النطاق ,د المكون‎ — (yp) - وكتوضيح للنظرية » الدالة # هزه" ء‎ 
نصف المستوى العلوى 0<م. تحت تاثير التحويلة‎ bt من جميع‎ 
w=z?, 
× »ر×2 = وبالاضافة إلى ذلك نجد أن النطاق يه فى المستوى الم ركب‎ = x? نهد أن #بر-‎ 
اللكون من جميع نقط الربع الأول 0< ر,0<× من المستوى ترسم فوق النطاق‎ 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة 1e‏ 


بط . إذن الدالة 

H(x,y) = e” ?™ sin (x? — )ر‎ 
bd, تكون توافقية فى النطاق‎ 

كمثال توضيحى tl‏ دعنا نعتبر الدالة « - Aue)‏ التوافقية على الشريحة 
,2/2 > 5 > 2/- 
ولاحظ ان التحويلة Log z‏ = تر سم نصف المستوى الأيمن x>0‏ فوق تلك الشر ية 
بكتابة 
Log z = Log Jx? + y? + iarotan >,‏ 

حيث o —n/2<arctant<aj2‏ فإننا نجد أن الدالة 


H(x,y) = arctan >‏ 
تكون توافقية فى نصف المستوى 0<×. 


١م‏ - تحويلات الشروط !+44 Transformations of Boundary Conditions‏ 
أن يكون لدالة ما أو لمشتقتها فى الاتجاه العمودى قيما معينة على امتداد حد نطاق 
معين تكون فيه الدالة توافقية تمثل الشروط الحدية الأكثر شيوعا » وذلك رغم أنها ليست 
الأنواع الهامة الوحيدة من الشروط الحدية . سنبين فى هذا البند أن أنواعا معينة من هذه 
الشروط لا تتغير بالتغير الناشىء للمتغيرات عن تحويلات حافظة للزوايا الموجهة . فى 
الباب التالى سنقوم باستخدام نتائج هذا البند للحصول على حلول لمسائل الشروط 
الحدية . الأسلوب الذى سيستخدم ف الباب التالى هو تحويل أى مسألة شروط حدية 
معطاة فى المستوى Say‏ مسألة أبسط فى المستوى wv‏ ثم استخدام نظريات هذا البند 
والبند السابق لكتابة حل المسألة الأصلية بدلالة الحل الذى حصلنا عليه فى المسألة 


المبسطة . 
افرض أن 
f(2) = u(x,y) + iol, y) Q)‏ 
دالة توافقية ترسم قوس » فى المستوى SM‏ 2 فوق قوس 1 فى المستوى ال ركب سء 


وافرض أن A(un)‏ دالة ما معرفة على 1 . اكتب 
H(x,y) = hlu(x,y), 06,9)‏ 
وافرض أنه أى عدد حقيقى . من الواضح أنه إذا كانت » = Aur)‏ على 1. فإن 
Hy) = e‏ على 0. 
بالإضافة إلى ذلك افرض أن fey‏ تحويلة حافظة اللزوايا الموجهة على © وأن hur)‏ 


wh‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فابلة للاشتقاق على '1.إذا انعدمت المشتقة 4#//كه »ء للدالة (u,v)‏ ف الاتجاه 
العمودى » على امتداد ١‏ فإن مشتقة الدالة (ر.»)8ة فى الاتجاه العمودى تنعدم على 
امتداد 0 . لاثبات ذلك SH‏ القارىء با درسه فى حساب التفاضل والتكامل 
للمتغيرات الحقيقية من أن متجه ميل Gradient‏ الدالة (و,ن)ه تكون فى اتجاهه المشتقة 
الاتجاهية لمدالة ٠‏ أكبر ما OS‏ . ويمكن التعبير عن هذا المتجه بدلالة مشتقتى الدالة 8 
بالنسبة للمتغيرين u,v‏ عل الصورة 
grad h(u,v) = h,{u,v) + ih,(u,v).‏ 

قيمة (0.نا)ا grad‏ هى القيمة العظمى للمشتقة الاتجاهية » ومركبة grad hlu,v)‏ فى أى 
انهاه هى قيمة المشتقة الاتجاهية للدالة ها فى هذا الاتجاه . من المعلوم كذلك أن متجه ميل 
الدالة h(n)‏ عند نقطة ما عمودى على المنحنى المستوى h(u) = e‏ المار 


. بتلك النقطة‎ 
n 
grad h(u,v) 
ر‎ 


hu) > ع‎ 


شكل روه) 


اعتبر الآن cl‏ نقطة على ٣‏ .حيث أن dhfdn‏ عند تلك النقطة هى مر كبة متجه 
ميل الدالة 24 عند النقطة المذاكورة فى اتجاه عمودى على T‏ وحيث أن 
,0= 4/40 فإنه ينتج أن متجه الميل لابد oly‏ يكون مماسا للمنحنى 7 ( شكل 
)24( ) . ولكن متجه الميل عمودى على المنحنى المستوى h(u,v) =e‏ المار بتلك 
النقطة . وبالتالى لابد وأن يكون 1 عموديا على هذا المنحنى المستوى . حيث أن 
wot‏ تحويلة حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة تقاطع © مع Howy) se‏ فلابد oly‏ 
يتعامد المنحنيان . وبالتالى فإن مركبة متجه ميل الدالة (8)*,5ة فى اتجاه عمودى على 
المنحنى © تنعدم . أى أن مشتقة الدالة (ر.×)8 فى اتجاه العمود تنعدم عند كل نقطة من 
نقط € . 


فيما ذكرنا أعلاه نلاحظ Ll‏ افترضنا أن0 < hao)‏ هدمع إذا كان grad A(uo)=0‏ 


)١(‏ لمزيه من المعلومات عن خواص متجهات اليل المستخدمة هنا انظر » على سبيل المثال ,» كتاب 
A.E. Taylor, W.R. Mann Jli Advanced Calculus‏ . الطبعة الثانية ‏ ص ۲۹۵ = ۲۹۸ » 
14%۲ 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة vy‏ 


فينتج من تمرين ٩‏ 0 بهذا البند أن 0= grad H x.‏ › و بالتالى فإن dhidn‏ والمشتقة 
المناظرة للدالة 54 فى اتجاه العمود تنعدمان . 

سنلخص فيما يلى هذه النتائج ونضعها فى صورة تجعل من الممكن الاستفادة منها فيما 
بلى فى التطبيقات . 
نظرية : افرض أن 

f(2) = ulx,y) + ivy) 
SM دالة تحليلية ترسم قوسأ 0 ف المستوى الم ركب : فوق قوس 7 . ف المستوى‎ 
حافظة للزوايا الموجهة على © وأن(:)#دالة قابلة للاشتقاق‎ ta أن‎ WIS افرض‎ . w 
على 7 إذا حققت الدالة  #60 أى من الشرطين‎ 
dh 


دم أو م 
h=c‏ 3 0 بع 


على طول oT‏ فإن الدالة 
H(x,y) = hlu(x,y), 0, y)]‏ 

. © على طول‎ bull الشرط‎ gid 

أى شرط حدى :مختلف عن النوعين الواردين فى النظرية يمكن تحويله إلى شرط يختلف 
جوهريا عن الشرط الأصلى . فى أى de‏ يمكن الحصول على شروط حدية جديدة 
للمسألة امحولة وذلك بتحويلات خاصة . ومن المفيد أن نلاحظ أنه تحت تأثير تحويلة 
حافظة للزوايا الموجهة تكون النسبة بين المشتقة الموجهة للدالة 84 على امتداد € فى 
المستوى المركب 2 والمشتقة الموجهة للدالة 8 على امتداد الصورة ۴ عند النقطة المناظرة 
فى المستوى ال ركب س تساوى Ol‏ عادة هذه النسبة لا OSG‏ ثابتة على امتداد 
قوس معطى . ( انظر تمرينى (5) » (4) من هذا البند ) . 


تمارين 
١‏ - استخدم صيغة (") بند (VA)‏ لإيجاد مرافق توافقى للدالة التوافقية Bay?‏ - ?× = (رر)ه . 
عبر عن الدالة التحليلية الناتجة بدلالة المتغير المركب 2 . 
۲ - افرض أن uy)‏ دالة توافقية في نطاق بسيط الترابط D‏ . ابت أن المشتقات الجزئية من 
جميع الرتب للدالة نا تكون متصلة عند جميع نقط 2 . 
۳ - صورة القطعة المستقيمة + > برك 0,0-ير بالتحويلة م سر هى نصف الدائرة 
0 < ,1 - 2ن + ١» sas. wv?‏ الدالة 
41 
ut‏ ون 
توافقية ١‏ وبالتالى قابلة للاشتقاق . جميع نقط المستوى المركب « عدا نقطة الأصل 


۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وقيمتها تساوى اثنين على نصف الدائرة . اكتب HCH) = ule), WY]‏ حسب التغير 
المشار إليه للمتغيرات واثبت مباشرة أن 2= ۸ على امتداد القطعة المستقيمة . هذا يوضح 
النظرية المعطاة فى بند (As)‏ 
صورة الجزئين الموجبين من محورى الاحداثيات فى المستوى المركب z=‏ مع نقطة الأصل 
بالتحويلة :سر هى مور الاحدائيات ن . اعتبر الدالة التوافقية 
h(u,v) = e-* cos v‏ 
ولاحظ أن مشتقتها فى الاتجاه العمودى على امتداد حور الاحداثيات نا تنعدم » أى 
أن .0= (0).م اثبت مباشرة أن مشتقة الدالة Hixy)‏ فى الاتجاه العمودى » کا هو 
معرف ف النظرية ببند ۸٠‏ » تنعدم على امتداد الأجزاء الموجبة من المحورين فى المستوى 
المركب 2 . لاحظ أن التحويلة ١ء«‏ ليست حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة 
الأصل . ْ 
استخدم الدالة التوافقية 
ن cos‏ *<ج + A(u,v) = 2v‏ 
بدلا من الدالة aun)‏ المعطاة بتمرين (4) لإثبات أن 2 = (۸)4:0 پیا ×4 = HA)‏ 
على امتداد الجزء الموجب من حور + يزه = (رر۶7.)0 على امتداد الجزء الموجب من محور ل . 
أى أن الشرط من النوع Vahidnme‏ يحول بالضرورة إلى شرط هن التوع ء = dttldn‏ 
Cal‏ أنه إذا كانت دالة ما Bey)‏ حلا لمسألة نويمان ( بند CVA)‏ فإن 
(Ha + ©,‏ حیث e‏ أى عدد حقيقى ثابت » تكون أيضاً حلا لتلك المسألة . 
افرض أن الدالة WABI git‏ + (ز,)»ه = (2)/ ترسم Whi‏ .2 ف المستوى المركب 2 
فوق نطاق Dd,‏ ف المستوى المركب س . اثبت أنه إذا كانت hus)‏ دالة توافقية 
معرفة على .2 وكان Ay) = Ax)‏ فإن 
Hedy) + Hold) = hala) + hod MSO).‏ 
من هذا استنتج أن الدالة Hy)‏ توافقية فى Dy‏ 
افرض أن م دالة فى المتغيرين u,v‏ وتحقق معادلة بواسون 
Pauw) + Prolu,v) = O{u,v)‏ 
فى نطاق .<« هن المستوى المركب س › حيث © دالة معطاة . ائبت أنه إذا 
كانت SQ) = ulx,y) + Wey)‏ دالة تحليلية ترسم نطاقا .م فوق النطاق هم Oo.‏ 
الدالة 
تحقق معادلة بواسون 
Clue»), 0) £ (20|.‏ = (نزميد ريط + Palxsy)‏ 
( انظر تمرين (۷) ) . 


P(x,y) = plu(x,y),0,y)] 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة 4 


4 - افرض أن f(z) = u(x») + foxy)‏ دالة تحليلية تعرف راما حافظا للزوايا الموجهة من نطاق 
فى المستوى المركب < فوق نطاق De‏ ف المستوى المركب س . افرض أن Hu)‏ 
دالة توافقية معرفة على De,‏ واكتب Ax») = Alu)‏ .(أ)اثبت أنه تحت تأثير 
تغيير المتغيرات الموضح يكو .|(2)'/ | MBI‏ فدمع| = [grad Hx)‏ (ب) لاذا تساوى 
الزاوية عند نقطة Did‏ بين قوس © والمتجه grad H (x,y)‏ الزاوية عند النقطة المناظرة فى 
.2 بين الصورة rl ١‏ © والمتجه grad Mun)‏ ؟ (ج) باستخدام نتائج الجزئين 
ch‏ (ب) اثبت أنه إذا كان o‏ يمثل مسافة على امتداد © وكان + fre‏ مسافة على 
امتداد ٣آ‏ فإن المشتقة الموجهة تحقق : 


ap? 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 
https://archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 


https://archive.org/details/@hassan_ibrahem 


إفص ل التاسع 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 


Applications of Conformal Mappings 


سنقوم الآن باستخدام الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة لحل عدد من المسائل 
الفيزيائية التى تشتمل على معادلات لابلاس فى متغيرين مستقلين . وبالتحديد فإننا 
ti‏ مسائل تتعلق بالتوصيل الحرارى Heat conduction‏ » و Age‏ الكهرباء الساكنة 
Electrostatic potential‏ ¢ وسريان سائل Fluid flow‏ . حيث أن الهدف من هذه المسائل 
هو توضيح طرق الحل » فإننا سنتعرض لمسائل بسيطة قدر الإمكان . 


Steady Temperatures درجات الحرارة المستقرة‎ - AY 
خلال سطح مغلف‎ Flux of heat فى نظرية التوصيل الحرارى يعرف الفيض الخرارى‎ 
لجسم مصمت عند نقطة على هذا السطح على أنه كمية الحرارة السارية فى اتجاه‎ 
العمودى للسطح عند تلك النقطة فى وحدة الزمن لوحدة المساحة . أى أن الفيض‎ 
الحرارى يكون مقيسا بوحدات مثل سعرات حرارية فى الثانية للسنتيمتر المربع . وسنرمز‎ 
هنا للفيض بالرمز في وهو يتناسب مع مشتقة درجة الحرارة 5 فى الاتجاه العمودى عند‎ 


النقطة de‏ السطح : 
KF ١‏ - 
(K>0) )‏ لدع ده 
الثابت × يسمى التوصيل Thermal conductivity She!‏ لمادة الجسم المصمت الذى 
يفترض أنه متجانس . 


سنعين عند كل نقطة من نقط الجسم المصمت إحداثيات كارتيزية لفراغ BW‏ 
البعد » وسنقصر اهتامنا على تلك الحالات التى تكون فيها در جة الحرارة دالة فى المتغيرين 
yx‏ فقط . حيث أن VT‏ تتغير مع تغير الإحداثيات على امتداد احور العمودى على 


ry‏ المتغيرات الركبة وتطبيقات 


المستوى Ob cay‏ الفيض الحرارى يكون فى هذه الحالة GLE‏ البعد وموازيا هذا 
المستوى . بالإضافة إلى ذلك6ستفترض أن السريان يكون فى حالة استقرار بمعنى أن 1 
لا تتغير مع الزمن . 

سنفترض كذلك أنه لا توجد Bb‏ حرازية متولدة أو مفقودة خلال الجسم 
المصمت . أى أنه لا يوجد منابع أو مصارف للحرارة هناك . أيضا » دالة الحرارة 
TOW)‏ وجميع مشتقاتها الجزئية من الرتبتين الأولى والثانية تكون متصلة عند كل نقطة 
داخلية للجسم المصمت . هذا التقرير والصيغة )١(‏ للفيض الحرارى هما فرضان من 
فروض النظرية الرياضية للتوصيل الحرارى . وهذان الفرضان يمكن استخدامهما كذلك 
عند كل نقطة داخل جسم مصمت يحوى توزيع متصل للمنابع والمصارف . 

اعتبر الآن عنصرا داخليا للجسم المصمت . هذا العنصر يكون على شكل متوازى 
مستطيلات قاعدته مستطيل فى المستوى xy‏ طولا ضلعيه Ax‏ و Ay‏ وطول حرفه 
فى let‏ العمودى للمستوى وم« يساوى الوحدة ( شكل )150١(‏ ) . المعدل الزمنى 
Ob‏ الحرارة فى اتجاه elt‏ من خلال الوجه الأيسر يساوى ‏ «ھ —KT (x,y)‏ »وف 
اتماه العين من خلال الوجه الأيمن يساوى Any) Ay‏ + +720- . بطرح معدل 
السريان الأول من الثانى نحصل على معدل فقدان الحرارة من العنصر خلال هذين 
الوجهين . هذا المعدل المحصل Se‏ كتابته 


T(x + Ax,y) — T.(x,y) : 
x [Barat T برو‎ 
- KT,,(x,y) Ax Ay (۳ 


إذا كانت Ax‏ متناهية فى الصغر . جميع الكميات هنا بالطبع تقريبية وتزداد دقة 
التقريب كلما زادت Ax,‏ و Ay‏ صغرا. 

بإتباع نفس الاسلوب نجد أن محصلة معدل فقدان الحرارة خلال الوجهين العلوى 
والسفلى للعنصر تعطى بالصيغة 


—KT,,(x,y) Ax Ay. (T) 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ver‏ 


الحرارة تسرى إلى داخل أو إلى خارج العنصر من خلال هذه الأوجه الأربعة فقط ¢ 
ودرجات الحرارة فى العنصر نفسه ee‏ مستقرة . إذن مجموع التعبيرين (؟) » (*) 
يساوى صفر ء أى أن 

F,x(X,y) + Ty) = 0. (8) 


من هذا نرى أن دالة الحرارة تحقق معادلة لابلاس عند كل نقطة داخلية من نقط الجسم 
المصمت . 


بالنظر إلى معادلة (4) وحقيقة اتصال دالة الحرارة ومشتقاتها الجزئية » نستنتج أن 1 
تكون دالة توافقية فى المتغيرين yx‏ فى النطاق الممثل لداخلية الجسم المصمت . 

السطوح »- ,»)۲ » حيث » أى ثابت حقيقى » هى متساويات درجة الحرارة ( أو 
سطوح تساوى الحرارة ) Isotherms‏ ( بمغنى أن لكل ثابت ء“تكون درجة الحرارة على 
السطح T@y)=c‏ متساوية عندكل نقطة من نقطة)للجسم المصمت بمكن كذلك النظر 
إلى متساويات درجة الحرارة هذه على أنها منحنيات فى المستوى Say‏ وذلك حيث أن 
Tay)‏ يمكن النظر إليها على el‏ درجة الحرارة لصفيحة رقيقة من المادة فى هذا المستوى 
حجن ارج افيه مغر له soit Giles hie‏ ليها ديات 
المستوية للدالة 7 . 


متجه ميل الدالة T‏ يكون عموديا على متساوى درجة الحرارة عند كل نقطة من 
نقطه » والفيض الحرارى الأعظم عند نقطة ما يكون فى اتجاه متجه الميل عند تلك 
النقطة . إذا كانت Tay)‏ ترمز لدرجات الحرارة فى صفيحة رقيقة وكانت 8 مرافق 
توافقى للدالة 1 » فإن متجه ميل الدالة T‏ يكون متجه مماس للمنحنى »- (8),5 عند كل 
نقطة تكون عندها الدالة (و,»)ؤذ + (و,»)7 حافظة للزوايا الموجهة . المنحنيات »= (ز,ح)8 
تسمى خطوط الفيض ( أو خطوط السريان ) Lines of flow‏ 

إذا انعدمت مشتقة درجة الحرارة فى الاتجاه العمودى dT /dn‏ على امتداد Gl‏ جزء من 
حدود الصفيحة » فإن الفيض الحرارى خلال هذا الجزء يساوى صفر . أى أن هذا 
الجزء يكون معزولاً حراريا وبالتالى يكون خطا من خطوط الفيض . 

الدالة 8 قد ترمز Lal‏ لتركيز مادة تنتشر خلال جسم مصمت . فى هذه الحالة 
تعرف K‏ بثابت الانتشار ل ل ع ع 
الانتشار المستقر . 


نا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


AY‏ - درجات الحرارة المستقرة فى نصف المستوى 
Steady Temperatures in a Half Plane‏ 
دعنا نوجد صيغة لدرجات الحرارة المستقرة Ty)‏ فى شريحة رقيقة نصف 
لامبائية 20 ر وجهيبا معزولين وحافتها yoo‏ تحفظ عند درجة الحرارة صفر فيما عدا 
الجزرء 0= ر ,ا > > 1 -الذى تحفظ درجة حرارته عند درجة الحرارة واحد (شكل(11) 
الدالة Thx.y)‏ تكون محدودة » وهذا الشرط طبيعى إذا ما اعتبرنا الصفيحة المعطاة على Wel‏ 
الحالة النبائية للصفيحة مبر>ك برك 0 التى تحفظ حافتها العليا عند درجة حرارة ثابتة 
عندما تزداد مو . وف الحقيقة فإنه يكون من المقبول فيزيائيا أن نشترط أن تقترب 
Tay)‏ من الصفر عندما تقترب ر من مالانهاية . 


5 3 
log = 7 (> 7 <, <3) 


2 2 وما 2+1 
شکل ( ٦۱‏ ) 
مسألة الشروط الحدية المطلوب حلها يمكن صياغتها على النحو التالى : 
)1( ,)0> تررم > ع« > مه -) T,.(%y) + T(x) -0 ١‏ 
fi, 3 |x| <1, ١‏ _ 
|x|>1; 69‏ و Too) = (j‏ 


أيضاً > 4> |(ر)7]) حيث 88 ثابت ما موجب . 

وهذه هى مسألة دريشلت للنصف العلوى من المستوى «» . أسلوينا فى الحل هو 
الحصول على مسألة جديدة من مسائل دريشلت لنطقة فى المستوى بن . هذه المنطقة 
ستكون صورة نصف المستوى بتحويلة تحليلية فى النطاق y>o‏ والتى تكون حافظة 
للزوايا الموجهة على امتداد الحد 0 ys‏ فيما عدا عند النقطتين ‏ (±1,0) حيث تكون 
الدالة غير معرفة . وسيكون أمرا بسيطا أن نكتشف دالة توافقية حدودة تحقق المسألة 
الجديدة . بعد ذلك سنستخدم نظريتى الباب السابق لتحويل حل المسألة فى المستوى wy‏ 
إلى حل للمسألة الأصلية فى المستوى ny‏ . وبالتحديد » سيتم تحويل دالة توافقية فى 
المتغيرين «,نا إلى دالة توافقية فى المتغيرين oxy‏ کا أن الشروط الحدية فى المستوى uv‏ 
ستحفظ على أجزاء مناظرة من الحدود فى المستوى ny‏ . ولا يجب أن يكون هناك أى 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ro‏ 


لبس إذا ما استخدمنا نفس الرمز 7 ليرمز لدالتى درجة الحرارة الختلفتين فى المستويين 
دعنا نكتب )0( r, exp‏ = 1 - مو =r, exp (i0,)‏ 1 + ع »)حيث ‏ 32/2 > ,0 > 2/2- 


و4-1,2 التحويلة 


= log i = Log + 16, 62) (T) 


32 
۳ >0, -5 <0 -0< 5) 


معرفة على Gall‏ العلوى y20‏ من المستوى » فيما عدا عند النقطتين 1+ =2»› 
وذلك حيث أن * > ,4 - ,4 ك 0فىهذه المنطقة ( شكل )11( الآن قيمة اللوغاريتم فى 
)1( تكون القيمة الأساسية عندماخ ک ,0 - ,8 ك 0 ونلاحظ من شكل (V4)‏ بملحق (؟) 
أن النصف العلوى y>0‏ من المستوى يرسم BANGS‏ ”> >0 ف المستوى 
مركب « . وبكل تأكيد » ob‏ هذا الشكل هو الذى أوحى إلينا اختيار التحويلة CT)‏ 
هنا القطعة المستقيمة من محور السينات التى نقطتا Gaal‏ 1--2 ,1 =2 حيث + = ,0-0 
ترسم فوق BU‏ العليا من الشريحة » أما بقية حور السينات »حيث 0= ر0 - ,0 
لز ee‏ أن الشروط المطلوبة بأن تكون التحويلة dE‏ 
وحافظة للزوايا الموجهة تكون متحققة بالنسبة للتحويلة (*) . 

من الواضح أن دالة المتخيرين uy‏ التوافقية وامحدودة والتى تساوى صفر عند جميع 
نقط الحافة veo‏ من الشريحة وتساوى الوحدة عند جميع نقط الحافة > حدم هى : 
T= o; €3)‏ 
هذه الدالة توافقية وذلك حيث tel‏ الجزء التخيلى من الدالة الشاملة */ . بالتحويل 
إلى الاحداثيات yx‏ باستخدام. المعادلة 


-1 
a E (°) 


w = log 
فإننا نجد أن‎ 
x +1 + iy (x + 1) ترج‎ 
= arctan (39) 
t = arctan Yayoi) 


ومدى معكوس دالة الظل هنا من صفر إلى × مد 
4 - ,0 1 


x-lt+iy x? + ر‎ —1 + 2y 
v are ( — | = arg 2 > 


are > 


ws‏ المتغيرات ASU‏ وتطبيقات 

ر +4 0- ,8 > 0 .الصيغة )4( تأخذ الآن الصورة 
CY‏ .)2 ك arctan (~3—) (0 5 arctan t‏ ل T=‏ 

حيث أن الدالة )٤(‏ توافقية فى ocner BAN‏ وحيث أن التحويلة (؟) 
تحليلية فى نصف المستوى 0 < رر » فإنه يمكننا تطبيق النظرية ببند (V4)‏ لاستنباط ,أن 
الدالة (7) توافقية فى نصف المستوى هذا . الشروط الحدية لكلتا الدالتين التوافقيين 
واحدة على الأجزاء المتناظرة من الحدود وذلك لأنهم من النوع THe‏ الذى سبق معالجته 
فى النظرية ببند (A+)‏ . وبالتالى فإن الدالة المحدودة (5) هى الحل المطلوب للمسالة 
الأصلية . ويمكننا بالطبع أن نتحقق مباشرة من أن الدالة )1( تحقق معادلة لابلاس وأن 
ها قم تؤول إلى تلك القع المشار إليها بشكل )1( عندما تقترب النقطة (ey)‏ من حور 
السينات من اعلى . 

متساويات درجة الحرارة ‏ (0>6>1) - (بز<:)26 ھی الدوائر 


يي حت E‏ 
الى تقع مراكزها على محور الصادات Oly‏ بالتقطتين )1,0+( 


أخيرا 3 يجب أن نلاحظ أنه حيث أن ناتج ضرب دالة توافقية فى مقدار ثابت يكون 
Lal‏ دالة توافقية » فإن الدالة 


To 2y 
T= a arctan (25) (0 < arctan ؛‎ S 5 


تمثل درجات الحرارة المستقرة فى نصف المستوى المعطى عند إبدال الشرط الحدى أن 
درجة الحرارة تساوى الوحدة على امتداد الحافة 0 > ,1 > ×> 1- بالشرط الحدى أن 


درجة الحرارة على امتداد نفس الحافة تكون ثابتة وتساوى 70 . 


A Related Problem مسألة ذات صلة بالمسألة السابقة‎ - AY 


اعتبر بلاطة نصف لا نبائية ئية فى الفراغ Gdull‏ البعد محدودة بالمستويات : 
x= 2‏ و 0 = iy‏ السطحين الأوليين عند درجة حرارة ضفر وحفظ. السطح 
الأخير عند درجة حرارة 1 . هدفنا هو إيجاد صيغة لدرجة الحرارة (7),5 عند أى نقطة 
داخلية من نقط البلاطة . المسألة هى Lat‏ إيجاد درجات الحرارة فى صفيحة رقيقة على 
صورة شريحة نصف لا نهائية 0< ر ,5/2 ك × ك ۸/2- بإفتراض أن وجهى الصفيحة 
معزولان تماماً ( شكل COY)‏ 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ضف 


مسألة الشروط الحدية المطلوب حلها هنا هى 


T(x) + T,,@,y) = 0 (-§ <x<3.y>0), QO) 
7(-54) =") -° _ oF ( 
T(x,0) = 1 (-3<x<}), 5 


حيث (1)8,3 محدودة . 


بالنظر إلى بند (۳۹) » وكذا شكل )8( بملحق (۲) » الراسم 
w=sinz (%)‏ 
يحول مسألة الشروط الحدية أعلاه إلى مسألة الشروط الحدية التى صيغت فى البند السابق 
( شكل )1١(‏ ) . إذن بالرجوع إلى الحل (1) بالبند السابق » يمكننا أن نكتب 
)°( 


= T= 1 arctan ( (0 ع‎ arctan t S$ 2). 
Tr 


2v ) 
u +0 | 
يمكن كتابته‎ )٤( تغيير المتغيرات المعطى بالمعادلة‎ 
u = sin x cosh y, »=cos x sinh y; 
: (0) وبذلك تصبح الدالة التوافقية‎ 
2 cos x sinh y ) 


1 
T = - arctan ]- 7 : 
nm! (= x cosh? y + cos? x sinh? بر‎ — 1 


ويجب ملاحظة أن المقام هنا يختزل إلى sinh2y-cos2x‏ ¢ و بالتالى فإنه يمكن كتابة الكسر 
على الصورة 


2cosxsinhy _ 2 cos x/sinh y 


= tan 2a 
sinh? بر‎ — cos x _ t — (cos x/sinh y)” 


حيث x/sinhy.‏ وم = AT = 2a. 03) ٠ tana‏ ي وصيغتنا للدالة T‏ تصبح 


2 cos x r 
T=- 1: < <=}. 5 
z arctan (= "| (0 Sarctant< 5) CG) 


اليف المتغيرات المركبة وتطييقات. 


مدى معكوس دالة الظل هنا من صفر إلى 2/2 وذلك حيث أن سعتها غير سالبة . 
الآن 6 يت أن الدالة sin z‏ شاملة والدالة )°( توافقية فى نصف المستوى 
0<« » فإن الدالة () تكون توافقية فى الشرجةة < ر ,2/* > عد > 2/-أيضاً» الدالة 
)0( تحقق الشروط الابتدائية TH1‏ عندما 1 > |u|‏ او THO > v=0'r‏ عندما Jul>t‏ 
و 2-0 الدالة (Ay‏ تحقق إذن الشروط الحدية (؟) > )1( . بالإضافة إلى ذلك » 
فإن [T(xy)| > ١‏ ا E‏ . الصيغة )1( إذن هى صيغة درجة 

الحرارة التى نبحث عنها . 


متساويات درجة الحرارة » - Tay‏ البلاطة هى السطوح 


me, 
cos x = tan 3 sinh y, 


التى يمر كل مہا بالنقطتين )42/2.0( فى المستوى × . إذا كان × التوصيل 
الحرارى » فإن الفيض الحرارى إلى داخل البلاطة من خلال السطح الواقع فى المستوى 


y=o‏ يكون 

—KT(x,0) = Ê (-}<*<5):‏ 
وأن الفيض الحرارى إلى خارج البلاطة من خلال السطح الواقع ف المستوى ۸/2 = × 
-Kr,(5.y) = = (>). 35‏ 


مسألة الشروط الحدية التى عرضنا ها فى هذا البند يمكن حلها Lal‏ باستخدام طريقة 
فصل المتغيرات . وطريقة فصل المتغيرات مباشرة أكثر » ولكنها تعطى الحل على صورة 
متسلسلة لا Oath‏ 


)1( المسألة قد عوجت أساسا فى كتاب ر. نہ تشرشل R.V.Churchill‏ المعنون 
“Fourier Series and Boundary Value problems”’‏ 
الطبعة الثانية » تمارين ۳ و ٤‏ » ص VON - ٠١‏ 155 . كذلك . سيجد القارىء معالجة مختصرة 
لوحدانية حلول مسائل الشروط الحدية وذلك بالباب العاشر من هذا الكتاب . 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة rs‏ 


AE‏ - درجات الحرارة فى ربع مستوى جزء من dol‏ حافتيه معزول حراريا 
Temperatures in a Quadrant with Part of One Boundary Insulated‏ 
دعنا نوجد درجات الحرارة المستقرة فى صفيحة رقيقة مكونة من ربع المستوى إذا 
كانت القطعة المستقيمة عند نهاية إحدى الحافتين معزولة حراريا وإذا كانت درجة حرارة 
بقية هذه الحافة محفوظة عند درجة حرارة ثابتة وإذا كانت الحافة الثانية محفوظة عند 
درجة حرارة ثابتة أخرى . الأوجه معزولة وبالتالى فإن المسألة تكون ثنائية البعد . 
مقياس درجة الحرارة ووحدة الطول يمكن اختيارهما بحيث deb‏ مسألة الشروط 
الحدية لدالة درجة الحرارة T‏ الصورة 


T,(xy) + T,,(x,y) = 0 (x>0,y>0), 7 0) 
(39 =0 Ul » 0> * >1 2 

T(x,0) =1 طالما‎ 0 x>1 

T(0,y) =0 (y >0), زفق‎ 


حيث الدالة («,»15)0 محدودة فى ربع المستوى المشار إليه . الصفيحة وشروطها الحدية 
موضحين بشكل (1۳) . 

الشروط (؟) تشير إلى قيمة المشتقة للدالة 1 فى الاتجاهالعمودىعلى جزء من خط 
حدى وقيمة الدالة نفسها على بقية هذا الخط الحدى . طريقة فصل المتغيرات السابق 
ذكرها فى نهاية البند السابق ليست ملائمة هذا النوع من المسائل الذى يحوى شروطا 
مختلفة النوع على امتداد نفس الخط الحدى . 

كا أشرنا بشكل Gale )٠١(‏ (۲) » التحويلة 


_ 2=sinw (8) 


تكون راما أحاديا من الشريحة 1/2020 ك » > 0 فوق ربع المستوى y20‏ ,0< ب . 
لاحظ الآن أن تحقق وجود دالة عكسية odd‏ الدالة يكون مؤكدا وذلك بالنظر إلى 
حقيقة أن التحويلة المعطاة تكون تناظرا أحاديا . حيث أن sinw‏ حافظة للزوايا الموجهة 
لجميع نقط الشريحة فيما عدا عند النقطة 2 = س » Ob‏ التحويلة العكسية AY‏ وأن 
تكون حافظة أيضاً للزوايا الموجهة لجميع نقط ربع المستوى فيما عدا عند النقطة z=1‏ . 
هذه التحويلة العكسية ترسم القطعة المستقيمة 0 > بر ,1 > عر > 0 من حدود ربع المستوى 
فوق قاعدة الشريحة وترسم بقية حدود ربع المستوى فوق جوانب الشريحة کا هو موضح 


بشكل )18( . 


Yee‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


) ٦٤ ( شکل‎ 


حيث أن التحويلة العكسية (4) تكون حافظة للزوايا الموجهة فى ربع المستوى » فيما 
عدا عندما 2-1 » ob‏ الحل للمسألة المعطاة يمكن الحصول عليه بإيجاد دالة توافقية فى 
الشريحة تحقق الشروط الحدية المعطاة بشكل (14) . لاحظ أن هذه الشروط الحدية هى 
من النوع T=t‏ و 0= ببه/417 

من الواضح أن دالة درجة الحرارة 7 المطلوبة لمسالة الشروط الحدية الجديدة هى 
زفق T= u,‏ 

0 

حيث الدالة ule ٠‏ هى بالطبع الجزء الحقيقى للدالة الشاملة #/:2 . يجب علينا OW‏ 
التعبير عن T‏ بدلالة المتغيرين 9,8 . 

للحصول على ص بدلالة رر » يجب أولا أن نلاحظ أن معادلة (4) تعطى 


x = sin « cosh v, Jy = cos u sinh v; (1) 
و بالتالى‎ 

2 2 
1 


sin? u cos u4 
عند حل هذه المعادلة الأخيرة للحصول على ه يكون من المناسب أن نلاحظ أن - لكل‎ 
فى‎ (EEO) القطع الزائد (۷) تقعان عند النقطتين‎ Gy قيمة ثابتة للمقدار س-‎ 
وأن طول احور القاطع يساوى « صف 2 . وبذلك يكون الفرق بين بعدى‎ xy المستوى‎ 
من نقط جزء القطع الزائد الواقع فى الربع الأول من المستوى‎ (xy) البؤرتين عن نقطة‎ 


هو 
بم y? = 2 sin‏ + 1(2 = )ل - V@+D ty‏ 


بالنظر إلى معادلة )0( » تكون دالة درجة الحرارة المطلوبة فى المستوى xy‏ هى 


T=? تمه‎ [V+ Wey? - ر + 12 عي‎ [ (A) 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة vet‏ 


خيث مدى دالة الجيب العكسية من صفر إلى ۸/2 وذلك لأن  Osusa2‏ 
إذا أردنا أن نتحقق من أن هذه الدالة تحقق الشروط الحدية (1) » فإنه يجب أن 
ol Sas‏ 6-1(2)ي يرمز للمقدار 1× xo) Wh‏ وللمقدار tox‏ طلا 
1 > »>0 » أى أن الجذور التربيعية دائماً موجبة . لاحظ أيضاً أن درجة الحرارة عند 

أى نقطة من نقط الجزء المعزول من الحافة السفلى للصفيحة هى 

1 T(x,0) = = arcsin x 
من معادلة )0( يمكننا أن نرى أن متساويات درجة الحرارة »- (17),3 هى الأجزاء‎ 
. »= 20/2 الواقعة فى الربع الأول من القطاعات الزائدة المتحدة البؤر (۷) » حيث‎ 
خطوط الفيض هى أرباع‎ ob 6 (0) حيث أن الدالة 2/7 مرافق توافقى للدالة‎ 

القطاعات الناقصة المتحدة البؤر التى نحصل عليها بجعل ۷ ؟ ثابتة فى المعادلات (ا) . 


owt 

١‏ - فى مسألة الصفيحة النصف لانهائية الموضحة على اليسار بشكل (51) » أوجد مرافق 
توافقى لدالة الحرارة (7)*,3 من معادلة )0( ببند (AY)‏ ومن ثم إوجد خطوط سريان 
الحرارة . بين أن هذه الخطوط تتكون من النصف العلؤى حور الصادات › والانصاف 
العليا لدوائر معينة على كل من جانبى هذا احور , وكذلك الدوائر التى تقع مراكزها 
على القطعة المستقيمة AB‏ أو القطعة المستقيمة CD‏ من محور السينات . 

۲ - بين أنه إذا لم يكن من المطلوب أن تكون الدالة ۲ الواردة ببند (AY)‏ محدودة › فإن 
الدالة التوافقية (4) بنفس البند يمكن إحلاها بالدالة التوافقية 

T= Im w + A cosh w) = م جم‎ sinh usin o 
حيث ۸ ثابت اختيارى حقيقى . من ذلك استنتج أن حل مسألة دريشلت للشريحة‎ 
. الموضحة بشكل (11) ف المستوى ”0 لن يكون وحيدا فى تلك الحالة‎ 

۴ - افترض استبعاد الشرط أن تكون الدالة 1 محدودة فى مسألة درجات الحرارة فى البلاطة 
النصف لا نائية ببند (AT)‏ ( شكل (VY)‏ . بين أن بالإمكان الحصول إذن على عدد 
لا Gly‏ من الحلول وذلك باعتبار تأثير إضافة الجزء التخيلى للدالة 2 A sin‏ للحل الذى 
حصلا عليه هناك » حيث A‏ ثابت اختيارى حقيقى . 

٤‏ - استخدم الدالة Log z‏ للحصول على صيغة لدرجات الحرارة المستقرة الحدودة فى 
صفيحة على شكل ربع المستوى 0 <ر ,0 <+ إذا كان وجهاها معزولين تماماً وكانت 
درجات حرارة حوافها هی 0= (760 و TON=1‏ ( شکل rh CVG)‏ 
متساويات درجة الحرارة وخطوط الفيض وارسم بعضا منها . 


vey‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


T= (2/1) arctan (y/x) : الإجابة‎ 


T=0 x 


) ١8 شكل(‎ 


ه - أوجد درجات الحرارة المستقرة فى جسم مصمت على شكل وتد اسطوانى طويل إذا 
كانت المستويات التى تحده وهى 8-0 و 8-80 , محفوظة عند درجات الحرارة 
الثابتة صفر و To‏ على الترتيب وكان سطحها rary‏ معزولاً UE‏ ر شكل را ) . 
الإجابة : T= (To/00) arctan (y/x)‏ 


5 - أوجد درجات الحرارة المستقرة الحدودة (2)5,5 فى الجسم المصمت النصف لانهاقى 
y20‏ إذا كانت T=0‏ على الجزء 0-س,1- >× من الحدود وكانت 1-1 على 
الجزء 1,0 ين وإذا كانت الشريحة 0-ر,1 > >1 + من الحدود معزولة 

. ) 58 شکل‎ ( 
T= +1 aresins (VET Fy Vr DF] : الإجابة‎ 


77 5 7 
— - 5 arcsint <3). 
2 2 


1 T=1 T=0 0 x 


(1A) شكل‎ ) ٦۷ ) شكل‎ 


x 


۷ - أوجد درجات الحرارة المستقرة المحدودة فى الجسم المصمت EO YEO‏ إذا حفظت 
السطوح الحددة للجسم عند درجات حرارة ثابتة فيما عدا الشرائح المعزولة المتساوية 
فى العرض عند الزاوية » کا هو موضح بشكل (VA)‏ . 


ver تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة‎ 
1 1 1 8 
T= 5 + —aresin 5 [Vet — y + 1(2 + arty? — VF تبر‎ 1)? + ry] : الإجابة‎ 
r 
3< int 5T 
( 3 Sarin 53). 


۸ - حل مسألة دريشلت التالية للشريحة النصف لا dalle‏ ( شكل (59) ) : 


H,Ax,y) + Hy(xy) = 0 (o<x<3,y>0), 
H(x0) = 0 (< x< 3). 
HO) =1, u(y) =0 (>), 
05 H(xy) =1 حيث‎ 
. )4( اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بتمرين‎ 
H = arctan (=) : الإجابة‎ 
7 tan x 
y 
H=1 H=0 
H=0 ¥ x 


2 
شكر )14( 

٩‏ - اشتق صيغة لدرجات الحرارة(7),0 فى صفيحة نصف دائرية» = 0 = 1,0 > اذات آوجه 

معزولة إذا كان 7-1 على,امتداد الحافة النصف قطرية 6-0 وكان T=0‏ على الجزء 


الباق من الحدود . 
اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بتمرين (۸) . 
الإجابة : T= = arctan (= cot‘)‏ 


٠‏ - حل مسألة الشروط الحدية للصفيحة ۲<0 X20,‏ ف المستوى 2 إذا كانت الأوجه 
معزولة وكانت الشروط الحدية کا هو موضح بشكل )7١(‏ . 
اقتراح : باستخدام الراسم 2/:- 2 حول هذه المسألة إلى المسألة التى سبق 
طرحها بيند (84) ( شكل (59) ) . 


vee‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


— NN 


- 7 


۳ 


— Ao 


T=1 


T=0 

شکل ( ۷۰ ) 

الأجزاء x<0, y=09 x<0, y=‏ من حواف صفيحة لا نهائية > كد برك 0 

معزولة حراريا » وكذلك أوجه الصفيحة . الشروط 0= 70:20 و 1 - (7),0 متحققة 

. إوجد درجات الحرارة المستقرة فى الصفيحة‎ . ) )۷١( كان 0<× ( شكل‎ Ub 
. )5( اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بتمرين‎ 


x 


شکل ( ۷۱ ) 

صفيحة رقيقة نصف ناقصية الشكل فى المستوى uv‏ ( شكل )١١(‏ بملحق (؟) ) ذات 
أوجه معزولة حراريا . درجة الحرارة على جزء القطع الناقص من حدودها تكون 
1-1 . درجة الحرارة على امتداد القطعة المستقيمة ‏ 0-م put,‏ تكون 
T=0‏ وبقية الحدود على امتداد حور الاحداثيات » معزولة حراريا . إوجد خطوط 
سريان الحرارة . 

طبقاً تمرين VN)‏ و (VN)‏ ببند )00( 6 إذا كانت الدالة ioley) ٠‏ + جرم = (۶)2 
متصلة فى منطقة مغلقة محدودة R‏ وكانت 2 تحليلية ولكن ليست ثابتة فى داخلية ۸ » OY‏ 
الدالة acy)‏ تأخذ قيمها العظمى والصغرى على حدود ۴۸ » ولیس بأى حال oY‏ 
الأحوال فى داخلية ۸ . باعتبار (3,*)ن على أنها درجات حرارة مستقرة » اذكر تفسيرا 
فيزيائيا يوضح لاذا لابد أن تكون خاصية القم العظمى والصغرى تلك صحيحة . 


Electrostatic Potential الساكنة‎ su جهد الكهر‎ 


فى Ste‏ لقوى كهرباء ساكنة تكون شدة المجال Field intensity‏ عند نقطة ما متجها 
يمثل القوة المبذولة على وحدة شحنات موجبة موضوعة عند تلك النقطة . جهد 
ch gS! Potential‏ الساكنة يكون دالة قياسية فى إحداثيات الفراغ بحيث تكون مشتقتها 
الاتجاهية عند أى نقطة فى اتجاه ما هى المعكوس الجمعى لمركبة شدة المجال فى هذا 


الاتجاه . 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة fo‏ 


مقدار قوة الجذب أو التنافر التى يؤثر بها جسم مشحون ساكن على جسم مشحون 
ساكن اخر يتناسب طرديا مع حاصل ضرب شحنتی الجسيمان ويتناسب عكسيا مع 
مربع البعد بينهما. من قانون التربيع العكسى هذا » يمكن إثبات أن الجهد عند نقطة - 
الناثىء من جسم مشحون مفرد فى الفراغ - يتناسب عكسيا مع البعد بين النقطة 
والجسم . فى أى منطقة خالية من الشحنات من الممكن إذن أن نبين أن الجهد الناثىء 
من شحنات موزعة خارج تلك المنطقة يحقق معادلة لابلاس للفراغ GI‏ البعد . 

إذا كانت الشروط ھی أن الجهد ۷ يكون ثابتا على كل مستوى مواز للمستوى ۷× » 
op‏ فى المناطق الخالية من الشحنات يكون الجهد ۷ دالة توافقية فى المتغيرين xy‏ فقط : 

Vi(x,) + V(x.) = 0. 

متجه شدة الجال عند أى نقطة يكون مواز للمستوى xy‏ وه ركبتيه السينية والصادية هما 
Key)‏ - و Ky)‏ - على الترتيب . هذا المتجه هو إذن المعكوس الجمعى لمتجه ميل 
الدالة Voy)‏ . 

السطح الذى تكون عليه الدالة (و,»)لا WE‏ يسمى متساوى Equipotential Ag+!‏ 
المركبة المماسية لمتجه شدة المجال عند نقطة ما على سطح موصل تنعدم فى الحالة الساكنة 
وذلك حيث أن الشحنات حرة فى أن تتحرك على مثل هذا السطح . إذن Vixy)‏ تكون 
ثابتة على امتداد سطح جسم موصل oly‏ هذا السطح يكون متساوى الجهد 
Equipotential‏ . 

إذا كان U‏ مرافق توافقى للدالة ۷ » Ob‏ المنحنيات »-(3,»)لا فى المستوى xy‏ تسمى 
خطوط الفيض Flux lines‏ . عندما يتقاطع أحل هذه المنحنيات مع منحنى متساوى 
الجهد فى نقطة تكون عندها مشتقة الدالة التحليلية («) 10 + (ر»)۷ لا تساوى صفر » 
Ob‏ المنحنيان يكونان متعامدين عند تلك النقطة وتكون شدة المجال مماسة لخط الفيض 
هناك . 

مسائل الشروط الحدية للجهد ۷ هى نفس المسائل الرياضية لدرجات الحرارة 
المستقرة 8 , ولا فى حالة درجات الحرارة المستقرة تكون طرق المتغيرات المركبة 
المستخدمة قاصرة على المسائل الثنائية البعد . فعلى سبيل المثال » المسألة التى طرحت ببند 
(AT)‏ ( شكل (CIT)‏ يمكن صياغتها على أساس أن المطلوب هو إيجاد جهد الكهرباء 
الساكنة الثنانى البعد فى الفرا OSE‏ > ر ,۸/2 > × > 2/-المكونمن المستويات الموصلة 
2 = × و 0 = ر »والمعزولةعند تقاطعاتهاء إذاما حفظ السطحين الاو ليبن عند جهد صفر 
وحفظ السطح الثالث عند جهد مقداره الوحدة . مثل هذا النوع من المسائل يظهر 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


كثيرا فى مجال دراسة الالكترونيات . إذا كان فراغ الشحنة داخل أنبوبة مفرغة صغيرا » 
فإنه يمكن أحياناً اعتبار أن اافراغ حر من الشحنة ويمكن افتراض أن الجهد هناك يحقق 
معادلة لابلاس . 

الجهد فى حالة السريان المستقر للكهرباء فى صفيحة مستوية موصلة تكون أيضاً دالة 
توافقية عند النقط الخالية من المنابع والمصارف . جهد الجاذبية مثال آخر لدالة توافقية فى 
الفيزياء . 


Potential in a Cylindrical Space كم - الجهد فى فراغ اسطواني‎ 


صنعت اسطوانة دائرية قائمة طويلة ومحوفة من لوح رقيق من مادة موصلة › 
وقسمت الاسطوانة إلى جزئين متساويين على امتداد رامين من رواسمها . فصل بين 
هذين ool‏ بواسطة شرائط رقيقة من مادة عازلة واستخدما كقطبين » أحدها 
استخدم كأرضى جهده صفر وحفظ الآخر عند جهد مختلف ثابت . سنأخذ محاور 
الإحداثيات ووحدات الطول وفرق الجهد کا هو موضح بشكل (VY)‏ . ومن ثم فإننا 
نعير عن جهد الكهرباء الساكنة Vix,y)‏ على أى مقطع » من الفراغ امحتوى » يقع بعيدا 
عن ole‏ الاسطوانة كدالة توافقية داخل الدائرة 1 = ر + 2د فى المستوى oxy‏ وأيضا 
ه۷ على النصف العلوى من الدائرة و 97-1 على النصف السفلى من الدائرة . 

سبق أن قدمنا تحويلة خطية كسرية ترسم نصف المستوى العلوى فوق داخلية دائرة 
الوحدة التى مركزها نقطة الأصل » وترسم الجزء الموجب من المحور الحقيقى فوق 
نصف الدائرة العلوى » وترسم الجزء السالب من احور الحقيقى فوق نصف الدائرة 
السفل فى تمرين )١١(‏ ببند (FE)‏ النتيجة معطاة بشكل (VT)‏ بملحق (۲) » بوضع 
wae‏ كل مكان الآخر » فإننا نجد أن معكوس التحويلة 
Q)‏ ا 

i+w 
. )۷۳( موضح بشكل‎ PE » يعطينا مسألة جديدة للدالة ۷ فى نصف مستوى‎ 
للدالة‎ Lott الجرء‎ of لاحظ الآن‎ 


0 85 0,05 <م) و =+ مهمد = «هماك 


يكون دالة محدودة فى vu‏ تأخذ pill‏ الثابتة المطلوبة على gamed Al‏ و 0- هم من 
ge‏ الاحداثيات a‏ الدالة التوافقية المطلوبة لنصف المستوى تكون إذن 


y= arctan 4 زف‎ 
R u 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 4۷ 


حيث قم معكوس دالة الظل تقع بين صفر و 7 
معكو سة التحويلة )١(‏ هى 


)£( ,اس 
1+2 
ومنها يمكن التعبير عن vu‏ بدلالة عو . بذلك تصبح معادلة رسف 
2 2 
)0( .)7 ك arctan t‏ 0( چ arctan‏ د y‏ 
2y‏ 0 
y‏ 
ا 
E 3‏ 
A\ 1 x‏ 
vel 1I¥=0 u‏ 
1= 
شکل ( ۷۲ ) شکل ( ۷۳ ) 


الدالة )0( هى دالة الجهد للفراغ المغلف بالأقطاب الاسطوانية وذلك حيث أنها 
توافقية داخل الدائرة وتأخذ القم المطلوبة على أنصاف الدوائر . إذا أردنا أن نتحقق من 
هذا الحل فإننا يجب أن نلاحظ أن 


lim arctan ¢ = 0 (t> 0) 
+0 
و‎ 
lim arctan f = x (<0). 
te0 


المنحنيات المتساوية الجهد ء=(ر,»۷ فى المنطقة الدائرية oS‏ أقواس من الدوائر 
x? + y? + 2y tan ne = 1,‏ 

التى يمر كل منها بالنقطتين )41,0( كذلك » القطعة المستقيمة من حور السينات الواقعة 
بين هاتين النقطتين هی منحنى متساوى الجهد 1/2 = Voy)‏ . مرافق توافقى ن للدالة 
۷ هو م Log‏ (/1-) 2 وهو عبارة عن الجزء التخيلى للدالة -(—i/n)Logw‏ باخذ معادلة 
(4) ف الاعتبار » فإنه يمكن UALS‏ على الصورة 

1-2 
1+2 


من هذه المعادلة يمكن أن نرى أن خطوط الفيض »- (10,3] تكون أقواس من دوائر 
مراكزها على حور السينات . القطعة المستقيمة من محور الصادات المحصورة بين القطبين 


1 
دن‎ ~ 2 Log| 
r 


4۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
تمارين 


١‏ -الدالة التوافقية () ببند OG (AN)‏ محدودة فى نصف المستوى 0<م وتحقق 
الشروط الابتدائية المبينة بشكل (/ا). اثبت أنه إذا أضيف الجرء التخيل 
للدالة “مم . حيث ‏ أى ثابت حقيقى . للدالة (") فإن الدالة الناتجة تحقق جمبع 
الشروط عدا أن تكون الدالة محدودة . 

۲ -اثبت أن التحويلة (4) ببند (AN)‏ ترسم النصف العلوى للمنطقة الدائرية الموضحة بشكل 
(VT)‏ فوق الربع الأول من المستوى المركب ‏ وترسم القطر CE‏ فوق الجزء الموجب من 
حور الاحداثيات « . من ثم إوجد جهد الكهرباء الساكنة ۷ فى الفراغ المحدود بنصف 
الاسطوانة xt+y?=1y20‏ والمستوى y=0‏ عندما 0 ۷ على السطح الاسطوافى و 
۷-1 على السطح المستوى ( شكل )۷٤(‏ ) . 


2 1 x? ر‎ 4 
V = — arctan (=). 1 الإجابة‎ 
ar 2y 
y 
ve0 
vel 1 x 


۳ -أوجد جهد الكهرباء الساكنة 0 ف الفراغ ocr <1o<d<m4‏ المحدود 
بنصفى المستويين 0-0 و 6-4 والجزء 087/4 من السطح الاسطوافى 
ra‏ عندما Var‏ على الحدود المستوية و 7-0 على الحد الاسطوانى . ( انظر تمرين 
(؟) ) . تحقق من أن دالتك تحقق هذه الشروط الحدية . 

٤‏ -لاحظ أن جميع أفرع الدالة 2 ه10 ها نفس المركبة الحقيقية التى تكون توافقية عند جميع 
النقط عدا نقطة الأصل . ثم اكتب صيغة لدالة جهد الكهرباء الساكنة (و,»)۷ ف الفراغ 
المخصور بين سطحين اسطوانیین 1 = دير + غير و ۲١‏ = ?ر + 2× حیث 1 ۶ ۰ متحدی احور 
وموصلين إذا كان =٠‏ ۷ على السطح الأول و 1= ۷ على السطح GW‏ . 
ay‏ وى 


ه -أوجد جهد الكهرباء الساكنة الحدود (ز,*)لا فى الفراغ 0<ر الحدود بمستوى 
لا Gl‏ موصل - ر إذا كانت إحدى شرائحه (-a<x<a,y=0)‏ معزولة عن بقية 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 4۹ 


المستوى وحفظت عند جهد VET‏ بيغا Veo‏ على بقية المستوى ( شكل )۷١(‏ ) . 
Gad‏ من أن دالتك تحقق الشروط الحدية المعطاة . 


2ay 7 
> | (O < arctan tS m). : الاجابة‎ 
٤ 


1 
V ع‎ - arctan | 
r (= +y?—a 


y 


V=0- 17=0 x V=0 V=1. V=0 x 
) ۷١ ( شکل‎ ) ۷١ ( شکل‎ 
والحدود بنصفى‎ , )۷١( -اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة فى الفراغ الموضح بشكل‎ 5 
مستويين ونصف اسطوانة › إذا كانت 87-1 على السطح الاسطوانى وكانت 7-60 على‎ 
. «<9 السطحين المستويين . ارسم بعض المنحنيات المتساوية الجهد فى المستوى‎ 


2 2y 
ae arctan (<5) : الإجابة‎ 


۷ -أوجد الجهد ۷ فى الفراغ بين المستويين 0=« و yam‏ إذا كان 87-0 على الجزء من كلا 
المستويين CH‏ 0< وكان ۷-1 على الجرئين بحيث   >0‏ (شكل 
(VY)‏ ) . تأكد من أن نتيجتك تحقق الشروط الحدية . 


= *\ )0 S arctan ؛‎ S 7). 4 الإجابة‎ 
x, 


1 
y= = arctan ) 
wT 


شکل ( ۷۷ ) 


۸ -اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة ۷ فى الفراغ الداخلى لاسطوانة طويلة r=‏ إذا كان 
=٥‏ ۷ على الربع الأول )7/2 >0 >1,0- للسطح الاسطوانى و 1= ۷ على بقية السطح 
الاسطوافى20 >0 >2 ,1 Y=‏ انظر شكل (VE)‏ وتمرين (4 )١‏ ببند )۳٤(‏ ) . بين أن 
7-4 على محور الاسطوانة . تحقق من أن الصيغة التى حصلت عليها تحقق الشروط 
الحدية . 


٩‏ -باستخدام شكل (V+)‏ بملحق (۲) أوجد دالة حرارة (7),5 توافقية فى النطاق المظلل من 


Yo.‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المستوى xy‏ الموضح هناك والتى تأخذ القم T=0‏ على نصف الدائرة ABC‏ و 7-1 على 
امتداد القطعة المستقيمة Gad . DEF‏ من أن دالتك تحقق الشروط الحدية المطلوبة . 
( انظر تمرين (۲) ). 
٠‏ -يمكن حل مسألة دريشلت : 
Vislx,y) + V,,(x,y) = 0 O<x<4,0<y<)b),‏ 


V(x,0) =0,  Vx,b)=1 0< x< a), 
VO») = Vay) = 0 6> ير‎ > ( 
باستخدام طريقة فصل التغيرات“ . الخل‎ ) (VA) للدالة («,»)۷ فى مستطيل ( شكل‎ 
هر‎ 
y_ 4 g sinh انم‎ „mx 2 
r 2 m sinh (mmb/a) 38 a 0 


مع افتراض قبول هذه الصيغة › أوجد الجهد 0,6 فى الفراغ + >0 >0 ,مم عدم >1 
إذا كان V=1‏ على جزء الحدود حيث + = 0 و 0-على بقية الحدود ( شكل (V9)‏ . 


4 ,۾‎ sinh «, 6 sin (a, Log r) (Qn — Dr 17 2 
a sinh جيه‎ 2n—1 کی‎ “Logro J : الإجابة‎ 
AN y 
bi vel 
v=0 =0 


شکل ( ۷۸ ) 


١‏ -بمعاونة الصيغة التى حصلنا عليها فى تمرين )٠١(‏ للدالة («,»)۷ فى المستطيل » أوجد دالة 
الجهد 10,0 للفراغ ”>0 >0..م >>1 إذا كان 1= ۷ على جزء الحدود بحيث 
7 >7,0>8-م وكان =٥‏ ۷ على الجزء الباق من الحدود ( شكل CAs)‏ 


sin mo 8‏ رر © 
الإجابة : بودي اقش ب و ير 
mM‏ 


R.V. Churchill انظ ركتاب ر لف تشرشل‎ (4) 
“Fourier Series and Boundary Value Problems’’ 
. VANE ۱٤۸ - ۱٤١۷ الطبعة الغانية > ص‎ 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة Yo.‏ 


Two-dimensional Fluid Flow البعد لسائل‎ GLE السريان‎ - AV 


تلعب الدوال التوافقية دورا هاما فى دراسة ديناميكا الموائع وديناميكا الهواء . مرة 
أخرى » سنعتبر فقط المسائل المتعلقة بالحالات الثنائية البعد المستقرة . بمعنى أننا سندرس 
فقط الحالات التى يفترض فما أن تكون حركة السائل متاثلة فى جميع المستويات الموازية 
للمستوى و« » وسرعة السائل تكون موازية للمستوى و ولا تتوقف على الزمن . بهذا 
OS‏ من BS‏ أن نعتبر فقط حركة صفيحة رقيقة من السائل فى المستوى و« . 
سنفترض أن المتجه الممثل للعدد الم ركب 

Vap+iq 

يرمز لسرعة نقطة مادية من السائل عند أى نقطة xy)‏ » أى أن المركبة السينية والمركبة 
الصادية لمتجه السرعة هما ,»)م و «,«)ي على الترتيب . عند bad)‏ الداخلية 
لمنطقة » من مناطق السريان » لا يوجد فيها منابع أو مصارف للسائل » سيفترض أن 
الدالتين PY)‏ و 90ny)‏ وكذلك مشتقاتهما الجرئية الآولى جميعها متصلة . 

يعرف جريان Circulation‏ السائل على امتداد أى كفاف © على أنه التكامل الخطى » 
بالنسبة لطول القوس م » للمركبة المماسية (ر»)۲ لتحه السرعة على امتداد © 
Vr(x,y) da. 0)‏ 

يبن الجريان على امتداد © وطول الكفاف © يكون بالتالى سرعة متوسطة للسائل 

7 امتداد هذا الكفاف . سبق أن شاهدنا فى حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات 
الحقيقية أن التكاملات التى على الصورة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة“ 


pees) dx + qe dy. (Y)‏ أ 


)١(‏ لمزيد من المعلومات عن خواص التكاملات الخطية. فى, حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية 
والمستخدمة فى هذا البند والبند التالى انظر ء > على سبيل المثال > كتاب . وكبلان W. Kaplan‏ 
“Advanced Calculus,”‏ » الطبعة الثانية ‏ ص ۱١۷۴۳ TAY‏ , 


Yor‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
عندما يكون © GUS‏ مغلق بسيط يقع فى نطاق بسيط الترابط للسريان لا يحوى أى 
منابع أو مصارف » فإن نظرية جرين تسمح لنا بأن نكتب 
زفق f (x,y) dx + g(x,y) dy = ff [a.(x.¥) — py(x,y)] dx dy,‏ 
Cc R‏ 
حيث ۸ هى المنطقة المغلقة المحدودة بالكفاف © . 
من أجل إيجاد تفسير Gud‏ للدالة المكاملة فى الطرف الأيمن من معادلة (۳) » دعنا 
نفترض أن © دائرة نصف قطرها م ومركزها عند النقطة (ولارم) وموجهة فى اتجاه ضد 
عقرب الساعة . بذلك بمكننا الحصول على سرعة متوسطة على امتداد © وذلك بقسمة 
الجريان على 2 » ونحصل على السرعة الزاوية المتوسطة المناظرة للسائل حول مور 
الدائرة بقسمة تلك السرعة المتوسطة على , : 
1 
ff 5 laced - re] dx dy,‏ 


هذه الصيغة تمثل قيمة متوسطة للدالة 
زفق [(رx‏ )رم - )»49.02 = (x,y)‏ 
على النطاق الدائرى المحدود بالكفاف © . hale‏ عندما تؤول ء إلى الصفر هى قيمة مه 
عند النقطة (مو,م») . إذن الدالة way)‏ › التى تسمى دوران Rotation‏ السائل » JE‏ 
غهاية السرعة الزاوية لعنصر دائرى من السائل عندما تنكمش الدائرة إلى م ركزها ( النقطة 
y)‏ & ) ۰ 

إذا كانت 0= (xy)‏ عند كل نقطة فى نطاق ماء فإن السريان يقال له سريان 
لا دورانی Irrotational‏ فى هذا النطاق . سنعتبر هنا فقط السريانات اللادورانية » 
وسنفترض كذلك أن السائل غير قابل للانضغاط Incompressible‏ وأنه gue‏ اللزوجة 
Free from viscosity‏ 

افرض أن © نطاق بسيط الترابط يكون فيه السريان لادورانی . إذا كان © أى 
كفاف مغلق بسيط فى 8 » فإنه ينتج من معادلة )1( أن الجريان حول © يساوى صفر » 
إى أن : . 

I. P(x,y) dx + g(x,y) dy = 0. 

وبالتالى » إذا كانت (مورم») أئ نقطة ثابتة فى © » فإنه يمكننا تعريف الدالة 


$(x,y) = / 0. Pent) dr + (r,t) dt (9) 
xo, Jo) 


على النطاق « . استخدمنا هنا الرمزين ١ر‏ ليرمزا لمتغيرات التكامل وذلك لنفرق بين 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة yor‏ 


متغيرات التكامل والحدود العليا للتكامل . التكامل فى المعادلة )0( لا يتوقف على المسار 
10 بين نقطتى حدى التكامل طالما كان هذا المسار كفافا محتوى فى 2 . وذلك 
جع إلى أن الفرق بين التكاملين اللأحوذين على امتداد مسارين مختلفين هو التكامل على 

. مسار مغلق » والتكامل الأأخير لابد وأن يساوى صفر‎ ne 

حيث أن التكامل الخطى )0( لا يتوقف على المسار » فإن الدالة المكاملة بهذا التكامل 
تكون المشتقة التامة للدالة dy)‏ ء أى أن 
PLY) = 0), (X,Y) = 0,06). a>)‏ 
متجه السرعة وز + ميم هو إذن متجه ميل الدالة of‏ والمشتقة الاتجاهية 
للدالة # فى أى اتجاه تمثل مركبة سرعة السريان فى هذا الاتجاه . 

الدالة h(x)‏ تسمى جهد السرعة eek Velocity potential‏ الواضح من 
معادلة )0( أن («)# تتغير بمقدار ثابت جمعى عندما تتغير نقطة الاسناد 
(xe,yo)‏ . المنحنيات المستوية play) =e‏ تسمى متساويات الجهد Equipotentials‏ . 
حيث أن متجه السرعة ۷ هو متجه ميل الدالة )0 فإنه ينتج Vol‏ يكون عموديا 
على أى منحنى متساوى الجهد عند أى نقطة لا يكون عندها ۷ هو المتجه الصفرى . 

تماماً يا فى حالة سريان الحرارة » الشرط of‏ السائل غير القابل للانضغاط يدخل إلى 
أو TA‏ من عنصر للحجم فقط بالسريان خلال حدود هذا العنصر يتطلب أن الدالة 
(ر»)4 لابد وأن تحقق معادلة لابلاس 

Prat XY) + Pry) = 0 

فى نطاق يكون فيه السائل حرا من المنابع أو المصارف . نظرا لاتصال الدالتين مي 
و مشتقاتهما الجزئية الأول ومعادلات (A)‏ » فإنه ينتج أن المشتقات ag jb!‏ الأولى والثانية 
للدالة # تكون متصلة فى مثل هذا النطاق . وبالتالى Ob‏ جهد السرعة م يكون Blo‏ 
توافقية فى ذلك النطاق . 


The Stream Function دالة التيآر‎ - AA 


من البند السابق » يمكن كتابة متجه السرعة 


V = p(x,y) + iq(x,y) Q) 
لنطاق بسيط الترابط يكون فيه السريان لادورافى على الصورة‎ 
V = $,(x,y) + iy) () 


حيث ف جهد السرعة . 


Yo‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


عندما لا يكون متجه السرعة هو المتجه الصفرى » فإنه يكون عموديا على منحنى 
متساوى الجهد مار بالنقطة (x,y)‏ . إذا كان » بالاضافة إلى ذلك « vey)‏ مرافق 
توافقى للدالة ررم » فإن متجه السرعة يكون مماسا للمنحنى Wowace‏ 
المنحنيات م - (ر)ل تسمى خطوط التيار Streamlines‏ للسريان محل الدراسة Ec‏ 
أن الدالة ۷ تسمى دالة التيار Stream function‏ . فعلى em‏ الخصوص » الحد الذى 
لا يستطيع سائل أن يسرى من خلاله يكون خط تيار . 

الدالة التحليلية : 

F(2) = $(x,y) + (x,y) 


تسمى الجهد المر كب Complex potential‏ للسري يان . لاحظ أن 
(x.y) + WA(xy),‏ = (2) "1 
أو » باستخدام معادلتى كوشى - ريمان » 
F'(z) = $,(x,y) — i6,(x,y).‏ 
بهذا تصبح الصيغة (۲) للسرعة 
V=F().‏ 
يعطى مقياس السرعة بالصيغة 
|F'(2)|.‏ = ينا 

حسب معادلة (۳) ببند (VA)‏ » إذا كانت م توافقية فى نطاق بسيط الترابط 0 » 

فإنه يمكن كتابة مرافق توافقى للدالة م هناك على الصورة 
Waxy) = (ee j PD dr + drt) dt‏ 

حيث التكامل لا يتوقف على المسار . بمعاونة المعادلات Gy‏ ببند (VA)‏ » » يمكننا إذن أن 
Wey) = J - are) dr + (r,t) dt (t)‏ 
حيث © أى GUS‏ فى « من Kove)‏ إلى OY)‏ + 

سبق أن رأينا فى حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية أن الطرف الأيمن من 
معادلة )٤(‏ يمثل التكامل » بالنسبة لطول القوس م » على امتداد © للمركبة العمودية 
(ر»)7 للمتجه الذى م ركبتيه السينية والصادية هما p(xy)‏ و Ax)‏ 
على الترتيب.إذن الصيغة )£( يمكن كتابتها على الصورة 
Wey) = is V(x) de. (°)‏ 
فيزيائيا » الدالة vey)‏ تمثل المعدل الزمنى لسريان السائل على امتداد © . وأكثر 
تحديدا ب الدالة Wey)‏ ترمز لمعدل السريان » بالحجم » خلال سطح ارتفاعه 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة Yoo‏ 


الوحدة قائما على المنحنى © وعموديا على المستوى xy‏ . 

حيث أن ۷ و دالتان توافقيتان فى المستوى Cay‏ فإِن نتائج بندى (۷۹) و 
)0م يمكن استخدامها . أى أن » التحويلة 

z=f(w) = x(u,v) + ivr), 

حيث ۴ دالة تحليلية » 4 vox sod‏ الدالتين التوافقتين ve‏ على الترتيب . هاتين 
الدالتين الجديدتين يمكن اعتبارهما على Lael‏ جهد السرعة ودالة التيار على الترتيب » 
لسريان فى المنطقة الجديدة فى المستوى wv‏ .يحول أى حط تيار أو حد طبيعى Ver) = ٠‏ 
فى المستوى Say‏ خط تيار أو حد طبيعى » = [()ر,()×]ل فى المستوى wy‏ 

تحت فروضنا ob‏ السريان يكون لادورانى ومستقر لسوائل ذات BUS‏ منتظمة .م » 
فإنه يمكن إثبات أن ضغط السائل Py)‏ يحقق الحالة الخاصة التالية من معادلة برنولى 
Bernoulli’s equation‏ : 


Ply 
+17 =e (°) 


۽ حيث »© ثابت . 
لاحظ أن الضغط يكون أكبر ما يمكن عندما يكون مقياس السرعة || BT‏ 
ما يمكن . 


89 - السريان حول زاوية Flow around a Corner‏ 
عندما يعطى الجهد المركب بالدالة 


F(z) = Az 0)‏ 
حيث ۸ ثابت حقيقى موجب › فإن 
(xy) = Ax, (x,y) = Ay. (%)‏ 
خطوط التيار 6- (ر×)۷ هی اطوط الأفقية cy=c/A‏ وتكون السرعة عند أى 
نقطة 
Y= F(z) = A4.‏ 


لاحظ هنا أن أى نقطة(مر,م») يكون عندها 0 = Waxy)‏ تكون نقطة على عور السينات . 
إذا أخذت النقطة Crore)‏ على daw tel‏ الأصل » فإن Vey)‏ تكون معدل 
السريان خلال أى GUS‏ مرسوم من نقطة الأصل للنقطة Gay‏ ( شكل ))۸١(‏ . 
السريان يكون منتظما وفى اتجاه المين . ويمكن النظر إلى هذا السريان على أنه السريان 
المنتظم فى نصف المستوى العلوى الذى حده محور السينات أو على أنه السريان المنتظم 


vos‏ المتغيرات AGL‏ وتطبيقات 


يبن خطين مستقيمين متوازيين Y=‏ و لبر راز. 
لتعيين سريان فى ربع المستوى 6< م ,0<» ءفإنه يجب ملاحظة أن التحويلة 
رةه #سردع 
ترسم ربع المستوى فوق النصف العلوى من المستوى CY‏ وبحيث ترسم حدود ريع 
المستوى فوق محور السينات بأكمله . حيث أن 2 = y‏ » فإن دالة التيار 
Wx.) = Ay‏ للسريان فى نصف المستوى تناظر دالة التيار 
(uv) = 2Auv (%)‏ 
للسريان فى ربع المستوى . وهذه الدالة لابد وأن تكون بالطبع توافقية فى ربع المستوى 
وتأخذ قيما صفرية على الحدود . 
خطوط التيار فى ربع المستوى هى فروع القطاعات الزائدة القائمة ( شكل (۸۲) ) 
.> ع 2Auv‏ 
الجهد ال ركب هو الدالة ' Aw?‏ = («)۴ وتكون سرعة السائل 
V =F) =2A(u — iv).‏ 
مقياس السرعة 
[V| =24/u? + v?‏ 
يتناسب طرديا مع بعد النقطة المادية عن نقطة الأاصل . قيمة دالة التيار )٤(‏ يمكن النظر 
Ll‏ هنا على byl‏ معدل السريان خلال قطعة مستقيمة تمتد من نقطة الأصل للنقطة 
(,).ىمثل هذا النوع من المسائل يكون دائماً من الأبسط أن نكتب أولا الجهد ال ركب 
كدالة للمتغير المركب فى المنطقة الجديدة . بعد ذلك يمكن الحصول على دالة التيار 
والسرعة من دالة الجهد 5 


ا 

الك ا 
عد | Ww wy‏ 
سک 

0 
شکل ( ۸۱ ) شکل ( ۸۲ ) 

الدالة # تميز سريانا Glut‏ منطقة ما . السؤال عما إذا كان وجود مثل هذه الدالة 
'المناظرة لمنطقة معطاة وجود مفرد » فيما عدا أن يكون الاختلاف ربما بمعامل ثابت أو 
ثابت جمعى » لن يكون محل دراسة هنا . فى بعض الأمثلة التى سترد فيما بعد » والتى 
تكون فيا السرعة منتظمة بعيدا عن العائق » أو ما فى الباب العاشر » حيث توجد منابع 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة rev‏ 


ومصارف » فإن الظروف الفيزيائية تشير إلى أن السريان يعين دون نظير بالشروط 
المعطاة فى المسألة . 

ويجب ملاحظة أن مجرد تحديد قم دالة توافقية على حد منطقة مالا يعنى el‏ تعين 
دائماً دون نظير » حتى ولو بمعامل ثابت . فعلى سبيل المثال » رأينا أعلاه أن الدالة 

Ay‏ = («ز,*)/!ا OSG‏ توافقية فى نصف المستوى 0<ر وها قم صفرية على 
الحدود . الدالة Be*sin y‏ = (ر,«) را تحقق أيضا نفس هذه الشروط . ومع ذلك فإن حط 
التيار 0= (ر»),ل لا يتكون فقط من الخط yoo‏ ولكن من الخطوط المستقيمة 

pan‏ » حيث ...1,2 هنا الدالة 8 F(a‏ هى الجهد المركب 
للسريان فى الشريحة بين المستقيمين 0 = دروم = بر »كلا الحدين اللذان يصنعان خط التيار 
0= ررس ؛إذا كان 8<0 ob‏ السائل يسرى إلى المين على امتداد الحد السفلى 
وإلى اليسار على امتداد الحد العلوى . 


۰ - السريان حول اسطوانة Flow around a Cylinder‏ 
افترض أن اسطوانة طويلة دائرية نصف قطرها الوحدة وضعت فى جسم كبير من 
سائل يسرى بسرعة منتظمة » بحيث يكون محور الاسطوانة عموديا على اتجاه السريان . 
لتعيين السريان المستقر حول الاسطوائة » فإننا سنمثل الاسطوانة بالدائرة1 = ر + ج 
ونفترض أن السريان بعيدا عنها يكون موازيا حور السينات ( شكل (۸۳) ) . اتمائل 
يوضح أن جزء محور السينات خارج الدائرة يمكن اعتباره كحد » وبالتالى فإنه يتعين 

علينا أن نعتبر فقط الجزء العلوى من الشكل على أنه منطقة السريان . 

حد هذه المنطقة للسريان » المكون من النصف العلوى للدائرة وجزلى محور السينات 
الواقعين خارج الدائرة » يرسم بالتحويلة 
warts )‏ 


فوق مور الاحداثيات « بأكمله . 


مه المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المنطقة ترسم فوق نصف المستوى 320 »5 هو موضح بشكل (VV)‏ بملحق 
(۲) . الجهد المركب لسريان منتظم فى نصف المستوى هذا هو 


F(w) = Aw, 
ثابت حقيقى . إذن الجهد المركب للمنطقة حول الدائرة هو‎ A حيث‎ 
دهم‎ A(z +2). فق‎ 
; السرعة‎ 
: 1 
= 4(1 - 3) (") 


تقترب من A‏ كلما زاد |2| » أى أن السريان يكون منتظمًا تقريبا ويكون موازيا 
حور السينات عند النقط البعيدة عن الدائرة . 

من الصيغة (۳) نرى أن VE)‏ = ارا » وبالتالى فإن هذه الصيغة نفسها 
مثل أيضاً سرعات السريان فى المنطقة السفل حيث يكون النصف السفل للدائرة خط 


تيار . 

من معادلة )1( نرى أن دالة التيار للمسألة المعطاة تكون بدلالة الاحداثيات القطبية 
W(r,0) =A(r- 3 sin 6. (0‏ 
خطوط التيار 


A(r— =) sin =e 
r 


تكون متاثلة بالنسبة لحور الصادات وتكون خطوطها التقربية موازية حور السينات . 
لاحظ أنه عندما Ob emo‏ خط التيار يتكون من الدائرة 9 -م وجزق مور السينات 
jxj21 CF‏ 


تمارين 
١‏ - بين لماذا (Se‏ الحصول على مركبتى السرعة من دالة التيار بالعلاقات 
POLY) = (e), gy) = ~e).‏ 
۲ - عند نقطة داخلية من نقاط منطقة سريان فى ظل الشروط التى افترضناها . لا يمكن أن 
يكون ضغط السائل أقل من الضغط عند جميع النقط الأخرى فى جوار لتلك النقطة . 
حقق هذا التقرير باستخدام تقارير بيندى (OE)‏ و (88) . 


| 
+ 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 0۹ 


لسريان حول الزاوية الموضحة ببند ١ (AY)‏ ما هى النقطة فى المنطقة 0 < بر ,0 < × 
التى يكون عندها ضغط السائل أكبر ما يكن ؟ 

بين أن مقياس سرعة السائل عند نقط على السطح الاسطوافى ببند (Ae)‏ يساوى 

sin 0|‏ 2/4 وأن ضغط السائل على الاسطوانة يكون أكبر ما يمكن عند النقطتين 
±1 سج وأصغر ما يمكن عند التقطتين 27 -ج . 

أوجد الجهد المركب للسريان حول اسطوانة rare‏ إذا كانت السرعة ۷ تقترب من 
ثابت حقيقى A‏ عندما تبتعد النقطة عن الاسطوانة 


أوجد دالة Art sin 40 shell‏ = (6,)ب لسريان فى المنطقة الزاوية 4/ > 6 > 0 
( شكل )۸٤(‏ ) » وارسم واحدا أو اثنين من خطوط التيار فى داخل المنطقة . 


أوجد الجهد المركب Fl) = Asin z‏ لسريان داخل المنطقة نصف اللاائية 
2 5 + 5 2+-- و ±0ر ( شكل (AC)‏ ) . اكتب معادلات خطوط التيار . 
اثبت أنه إذا كان جهد السرعة هو (0 Log + (A>‏ 4 = (0,ء) لسريان فى rolled)‏ < + 
فإن خخطوط التيار تكون هى الأشعة ٠ Bre‏ + -0 ويكون معدل السريان إلى الخارج 
خلال كل دائرة كاملة حول نقطة الأصل مساويا 274 » مناظرا لنبع له نفس هذه 
القوة عند نقطة الأصل . 
أوجد الجهد المركب Fle) = AG? + z-2(‏ لسريان فى المنطقة 1 < م١‏ 2/< OS‏ 5 0 : اكتب 
صيغتين للدالتين ‏ و ل .لاحظ كيف يتغير مقياس السرعة |7| على امتداد حدود 
المنطقة وتحقق من أن 0 dy)‏ على الحدود . 
افرض أن السريان عند .بعد لانهائى من الاسطوانة التى نصف قطرها الوحدة بيند (Rs)‏ 
يكون منتظما فى اتجاه يصنع زاوية » مع محور السينات › أى أن 

jim, V= A exp (ia) {A >0). 
أوجد الجهد المركب‎ 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الإجابة : F(z) = Alz exp (io) + 271 exp (io)].‏ 
۹ - التحويلة»/1 + « z=‏ ترسم الدائرة 1 د إمر| فوق القطعة المستقيمة التى نقطتا نبايتيبا 
z=-2‏ و z=2‏ » وترسم النطاق خارج هذه الدائرة فوق بقية المستوى المر كب 


( انظر تمرينى (۱۸) و (۱۹) ببند (41) ) . اكتب 
z—2=r.exp(i@:),  z+2 =r, exp (42),‏ 


0+0 
(2-4 = Vera exp لج‎ (OS 0, < 27,05 6, < 2m); 


بذلك تكون الدالة '(4 -22) وحيدة القيمة وتحليلية عند جميع نقط المستوى عدا عند 
نقط الفرعالقاطع المكونمن القطعة المستقيمة من محور السينات التى نقطتا نبايتيها2 + = 2 
اثبت أن معكوس التحويلة Gyo z=wt ii‏ 1<إس| لكل نقطة < لا تنتمى 
للفرع القاطع Se.‏ كتابتبا على الصورة 


1 i8, 0 
” = >] + )22 - 4(2 [ = 7 (Vr e + vrs em 2 . 


وبالتالى فإن كل من التحويلة وتحويلتها العكسية تلك تشكل تناظرا أحاديا بين النقط فى 
النطاقين . 

۲ - بمعاونة النتائج التى حصلنا عليما بتمرينى )٠١(‏ و VY)‏ اشتق الصيغة 

F(z) = مزل‎ cos a — i(z? — 4)1’? sin «] 

التى تعين الجهد المركب للسريان المستقر حول صفيحة طويلة عرضها أربعة ومقطعها 
القطعة المستقيمة التى نقطتا lle‏ ±2 -2 كم فى شكل (AN)‏ بفرض أن سرعة 
السائل عند نقطة على بعد لانهانى من الصفيحة تساوى0) sill exp‏ ع *(4- 2ج) 
هو الفرع الذى سبق وصفه بتمرين (VN)‏ و 4<0 


Le 


cut - ۳‏ أنه إذا كان 0 * sina‏ بتمرين VY)‏ فإن مقياس سرعة السائل على امتداد 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة للك 


القطعة المستقيمة التى نقطتا Gaul‏ 2+ =2 يكون لا Gls‏ عند نقطتى الہاية ويساوى 
Alcos »‏ عند النقطة المتوسطة . 

5 - من أجل التبسيط . دع 2 > 0-4 بتمرين ON)‏ ثم اثبت أن سرعة 
السائل على امتداد الجانب العلوى من القطعة المستقيمة الممثلة للصفيحة بشكل CAN)‏ 
تساوى صفر عند النقطة »2605 x=‏ وأن السرعة على امتداد الجانب السفلى من 
القطعة المستقيمة تساوى صفر عند النقطة » وم 2- حير,. 

© - دائرة مركزها عند نقطة xo‏ على محور السينات «حيث ‏ 1 >< >0 ع ومارة Mall;‏ 
1--2 حولت بالتحويلة 1/2 +2-م . يكن أن نرسم هندسيا نقطا غير صفربة 
مفردة (i)‏ مه د وذلك بإضافة المتجه (10- )دين oro‏ للمتجه 2 . وصح 
برسم بعض النقط أن صورة الدائرة تكون من نوع البروفيل الموضح بشكل AV)‏ وأت 
النقط الخارجية للدائرة ترسم فوق النقط الخارجية للبروفيل . هذه حالة خاصة من 
بروفيل جناح جو کووسکی Joukowski airfoil‏ ر انظر أيضاً تمرینی OY) OV)‏ 
التاليين ) . 


ch) - 5‏ اثبت أن راسم الدائرة بتمرين )٠١(‏ يكون حافظا للزوايا الموجهة فيما عدا عند 
النقطة 1--2 . رب افرض أن الأعداد المركبة 


7¥ lim 


1i Az 
—- t= س‎ 
ano [Aw]? a0 


a20 [AZ| 
تمثل متجهات وحدة مماسة لقوس موجه عند. 1--2 وصورة ذلك القوس . على‎ 
الترتيب » بالتحويلة 1/2 + ءاس .ائبت أن 2 م ومن ثم اثبت أن بروفيل‎ 
نقطة التقاء قوسين ) عند النقطة‎ ( cusp له قرنة‎ (AV) جوكووسكى البين بشكل‎ 

. الزاوية بين المماسين عند القرنة تساوى صفر‎ oly w=-2 
سبق اعطائها . مع وضع‎ (NO) معكوس التحويلة 1/2 +2 =« التى استخدمت بتمرين‎ - ۷ 


rv‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


waz‏ كل مكان الآخر . بتمرين )١١(‏ . أوجد الجهد المركب للسريان حول الجناح 
airfoil‏ الذى قدهناه بتمرين )40( عندما تكون السرعة v‏ للسائل على بعد لا dle‏ من 
نقطة الأصل ثابتا حقيقيا ۸ . 


- لاحظ أن التحويلة 


w=e+z 


ترسم كل من الجزئين الموجب والسالب من الخط المستقم «-ير فوق الشعاع 
vs 1a‏ بلمثل الخط المستقم مر يرسم فوق الشعاع 
دهم و 1->مء وترسمالشريحة ”كرك + فوق المستوى المركب 
س . لاحظ أيضاً أن التغير فى الاتجاهات4«/۵2(4) arg‏ , الناتج عن هذه التحويلة 
يقرب من الصفر عندما تؤول + إلى مه -. اثبت أن خطوط التيار لسائل يسرى خلال 
القناة المفتوحة المكونة بالشعاعين فى المستوى الم ركب « ( شكل (۸۸) ) هى صور 
الخطوط المستقيمة =e‏ ر فى الشريحة . خطوط التيار هذه fot‏ أيضاً منحنيات متساوية 
الجهد جال الكهرباء ASL‏ بالقرب من حافة مكثف ذى لوحين متوازيين . 


مص ل العاشر 


تحويلة شفارتر - كريستوفل 


The Schwarz - Christoffel Transformation 


ستقوم فى هذا الباب بإيجاد تحويلة » تعرف بتحويلة شفارتز - كريستوفل » ترسم 
حور x‏ والنصف العلوى من المستوى المركب 2 فوق مضلع مغلق بسيط وداخليته فى 
المستوى المركب س . وسنعطى كذلك فى هذا OU!‏ تطبيقات هذه التحويلة فى حل 
مسائل تتعلق بسريان سائل أو مسائل فى نظرية جهد الكهرباء الساكنة . 


۹۱ - رسم احور الحقيقى فوق مضلع Mapping the real Axis onto a Polygon‏ 
سنمثل متجه الوحدة المماس لقوس أملس موجه © عند نقطة م2 بالعدد المركب at‏ 
افرض أن القوس ٣‏ هو صورة © بالتحويلة )0-5 » أن العدد المركب + يشل 
متجه الوحدة المماس للقوس ٣‏ عند النقطة المناظرة (م6)-0" . سنفترض أن ؟ تحليلية 

CVI طبقا لبند‎ . fe) 0 hy عند م2‎ 
arg t = arg t + arg f’ (2o). (1) 

وبصفة خاصة » إذا كانت © قطعة مستقيمة من محور × موجهة فى الاتجاه الم جب » 
أى إلى المين » فإن 4-1 arg t=o,‏ عند كل نقطة ×=ى= من نقط © . فى هذه.الحالة 
تؤول المعادلة )١(‏ إلى 
arg t = arg f’(x). (Y)‏ 
إذا كانت Of)‏ سعة ثابتة على امتداد تلك القطعة المستقيمة فينتج أن arg t‏ 
تكون ثابتة » أى أن صورة القطعة.المستقيمة © تكون أيضاً قطعة مستقيمة 1 من 
خط مستقم . 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


دعنا الآن نوجد تحويلة (۴)2=« ترسم احور × بأكمله فوق مضلع له # من 
الاضلاع وحيث Mana‏ بو Mts‏ 9 م > 2 هى النقط على محور x‏ التى تكون صورها 
رؤوس المضلع » حيث 

Xp > K2 < < برك‎ 

رؤوس المضلع هى النقط  wef)‏ 6 حيث ۸-1 ,... ,2 fal,‏ ) (6 )رد ينه 
يتعين للدالة ۴ المنشودة أن تكون بحيث أن arg)‏ تقفز من قيمة ثابتة ما لقيمة 
ثابتة أخرى عند bill‏ ز×=z‏ عندما تتحرك z‏ على احور × . 

إذا اختيرت الدالة ۴ بحيث 
f(2) = 4(2 - x Bz = xa) 6 00 HO (*)‏ 
حيث A‏ عدد مركب ثابت وکل زk‏ عدد حقيقى ثابت › فإن سعة f'@‏ تتغير 
تبعا للأسلوب المذكور أعلاه عندما تتحرك z‏ على yt‏ الحقيقى . ذلك أن سعة الدالة 
(*) يمكن كتابتها على الصورة 
arg/'(z) = arg A — ky arg )2 - xı) (t)‏ 

— kz arg )2 — %2)— +++ — ودر‎ arg )2 - Xp-1)- 
:X<X 9 z=» عندما‎ 
arg (Z - x,) = arg )2 — x2) = °°‘ = arg )2 — X,-1) > 

Woe‏ يبد > ب > ر فإِن 0= (,× - ج) همه وتكون كل من السعات الأخرى مساوية 
للعدد جم . إذن ؛ lab‏ لمعادلة »)٤(‏ تزداد f(z) daw‏ فجائيا بزاوية مقدارها 

۸# عندما تتحرك z‏ إلى المين مارة بالنقطة ×= . وتقفز قيمتها مرة أحرى 
بالمقدار kar‏ عندما تتحرك z‏ مارة بالنقطة El xg‏ . 

طبقا للمعادلة (؟) » فإن متجه الوحدة > يكون ثابت الاتجاه عندما تتحرك 2 من 
x1‏ إلى ‘xy‏ وبالتالى فإن س تتحرك فى هذا الاتجاه الثابت على طول خط مستقم . 
ويتغير اتجاه > فجائيا بالزاوية kjn‏ عند النقطة wy‏ ( صورة النقطة (xj‏ ( شكل 
(حم)). هذه الزوايا ‏ رم هى الزوايا الخارجية للمضلع الذى يرسم 
بالنقطة س . 


x f × سيرد ود‎ * 


تحويلة شفارتز ٠‏ كريستوفل 10 


يمكن أن تحدد الزوايا الخارجية للمضلع لتقع بين ۾- و ۾ he‏ أن 1> رk>‏ 1- 
سنفترض أن أضلاع المضلع لاتتقاطع مع بعضها على الإطلاق وأن المضلع موجه فى 
الاتجاه الموجب ( أى ضد عقرب ٠الساعة‏ ) . بذلك يكون مجموع الزوايا الخارجية 
لمضلع مغلق يساوى 27 » وأن الزاوية الخارجية عند الرأس ,د ( صورة النقطة 
م =2 ) تحقق العلاقة 

.را + °°° + =n — (ky thy‏ 7ر1 

إذن الأعداد زها لابد وأن تحقق الشروط 
)°( 1 > رغ > 1- ,2= kg‏ جرال + °°° + ky tk,‏ 
حيث FHL‏ 

لاحظ أن 0- © إذا كان 
a>)‏ .2= ريك +0 + kı + ka‏ 
فى هذه الحالة لايتغير اتجاه > عند wy‏ » وبالتالى لا تكون wy‏ رأساللمضلع » ويكون 
للمضلع 1-ه من الاضلاع . 

فيما يل سنقوم بتبيان تحقق وجود دالة ۴ تعطى مشتقتها بالصيغة (۳) . 


۲۳ - تحو يلة شفار ترا كر إيستو فل The Schwarz-Christoffel Transformation‏ 
افيف 
)0( مح f )2( = 4)2 = x) = x) 2 (= e‏ 
لمشتقة دالة ترسم حور × فوق مضلع » افرض أن المعاملات x)‏ - ع) BE‏ أفرع دوال 
قوى فروعها القاطعة تمتد تحت هذا الحور . ولكى نكون أكثر تحديدا » سنكتب 
xj) 4 = |z - x,|~" exp (—ik;0;) 220‏ - 2( 

SG Mees 5 <0,<>) 51‏ وو ELE‏ 
حيث arg )2 - x)‏ = ر8 و[ ج > ز > )1-.2 ,1 = .بهذا تكون (2)”/ تحليلية 
عند جميع نقط نصف المستوى 0< مر عدا عند نقط التفرع xy‏ ( هذه النقط laste‏ 
(a-1‏ 

إذا كانت وع نقطة فى هذا النطاق » الذى سنرمز له بالرمز © » الذى تكون فيه الدالة 
تحليلية » فإن الدالة 


sds (")‏ "| دهم ` 
تكون وحيدة القيمة وتحليلية فوق نفس النطاق © ء ثحُيث مسار التكامل من م2 إلى 2 
أى Gus‏ يقع فى داخلية # . بالإضافة إلى ذلك F@=F'@ Ob‏ . 


لكف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لتعريف الدالة ۴ عند النقطة zeny‏ بحيث تكون متصلة عندها » نلاحظ أولا أن 
(xo‏ هو العامل الوحيد فى )١(‏ الذى لا يكون تحليليا عند × . وعليه إذا 
كانت a‏ حاصل ضرب بقية العوامل فى )١(‏ » فإن (2)© تكون تحليلية عند xy‏ 
وأنها تمثل عند جميع نقط القرص ill‏ ,م > ,د 2[ بمتسلسلة تايلور حول 1× . 


بالتاللى يكون 
Fa deh‏ )فانم - 2) = f'@)‏ 


= (2 ل‎ [on + be - x) + 2 t+ +} 
أو‎ 
f(2) = bee — x)" + (2 — x2) (8) 


حيث (2)/ تحليلية » وبالتالى متصلة » عند جميع نقط القرص المفتوح . حيث أن 
Ob » 1-۸, <0‏ الحد الآخير فى الطرف الاين من fee )٤(‏ بالتالى دالة متصلة فى 
المتغير < عند جميع نقط النصف العلوى للقرص المفتوح » حيث 2<0»"! » وذلك إذا 
أخذنا قيمة هذا الحد مساويا للصفر عند any‏ . من هذا ينتج أن التكامل 
f xp Weds‏ 
للحد الأخير على امتداد كفاف من ,2 إلى ± » حيث Z,‏ والكفاف يقعان فى نصف 
القرص » يكون دالة متصلة للمتغير ع عند Z=xy‏ . التكامل 
ay‏ ارود - f = ay d= ple‏ 
على امتداد نفس المسار يمثل أيضا دالة متصلة للمتغير 2 عند × وذلك إذا ما عرفا قيمة 
التكامل هناك على tel‏ نهاية التكامل عندما تقترب 2 من × فى نصف القرص . وبالتالى 
Ob‏ تكامل الدالة )£( على امتداد المسار المذكور من ,ج إلى 2 يكون دالة متصلة عند 
×= » وهكذا يكون Lat‏ التكامل (۳) حيث أنه يمكن كتابته de‏ أنه تكامل على 
امتداد كفاف فى ۴ من zo‏ إلى ,2 بالاضافة إلى التكامل من Mz‏ 2 . 
ماذكر أعلاه Se‏ تطبيقه عند كل من النقط رع » ۸-1 ,... ,2 ,1 -ثر ٠‏ وبذلك 
تصبح ۴ متصلة عند كل نقطة من نقاط المنطقة .20 ر . 
باستخدام العادلة )١(‏ يمكننا إثبات أنه لعدد موجب ۸ كبير بقدر كاف د عدد 
ثابت ee Many‏ 


|| < م‎ Wb Ol > عور‎ = 2 (°) 


وذلك إذا كانت .Imz20‏ 


تحويلة شفارتز - كريستوفل ry‏ 


حيث أن1 > ,م - 2 ole‏ خاصية الترتيب هذه للدالة المكاملة فى Dalal‏ (*) تضمن تحقق 
وجود ale‏ للتكامل عندما تؤول z‏ إلى مالانہاية ‘ أى أنه يوجد عدد Wy‏ بحيث 
lim F(z) = W, (Im z 2 0) (ad)‏ 
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وسنترك تفاصيل إثبات ذلك تمرينى )١١( » )٠١(‏ من بند )42( 

الدالة الراسمة والتى تعطى مشتقتها الأولى بالصيغة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة 
f= ۴)2( + 8‏ حيث 8 ابت مركب . بذلك OSG‏ التحويلة الناشئة هى 
wed Gx xp ‘(s— xJ ds + B, (Y)‏ 
هذه التحويلة تعرف بتحويلة شفارتز - كريستوفل تكريما للرياضيين الألمانيين ه. أ 
شفارتر ١8417 ) H.A. Schwarz‏ - 1۹11 ) وإ.ب كريستوفل E.B. Christoffel‏ 
( ۱۸۲۹ - ۱۹۰۰ ) والتى اكتشفها كل منهما مستقلا عن الآخر . 

التحويلة (V)‏ متصلة عند جميع نقط نصف المستوى ‏ 0چر » وهى كذلك 
حافظة للزوايا الموجهة على نفس النطاق عدا عند النقط و« . ويجب ملاحظة أننا قد 
افترضنا أن الأعداد ky‏ تحقق الشروط )0( من بند )41( . بالإضافة إلى ذلك » فإننا 
سنفترض أن الثوابت إعاء« تكون بحيث لا ables‏ أضلاع المضلع » أى أن المضلع يكون 
كفافا Liles’‏ بسيطا . وبالتالى » تبعا لبند )9١(‏ » فعندما تتحرك النقطة ± على محور 
السينات فى الاتجاه الموجب فإن صورتها w‏ تتحرك عى cent‏ . ب ' الموجب 
كذلك » وبالتالى يوجد تناظر أحادى بين نقط مور السينات ونقط المضلع ۴ . تبعا 
للشرط )1( » فإن الصورة وس للنقطة 2-60 يتحقق وجودها وهى 8 Wy = Wt‏ 
إذا كانت 2 نقطة داخلية لنصف المستوى العلوى 0< برء وكانت xg‏ أى نقطة مختلفة 
عن كل من النقط ز× على محور السينات » فإن الزاوية من المتجه ؛ عند م« إلى المتجه 
الممثل بالقطعة المسثقيمة الواصلة بين مجع تكون موجبة وأقل من × ( شكل 
(A4)‏ ) . عند الصورة wo‏ للنقطة xy‏ » الزاوية المناظرة من المتجه 7 إلى المتجه الممثل 
لصورة القطعة المستقيمة الواصلة بين ولرة يكون غا نفس القيمة . من هذا ينتج أن 
صور نقط داخلية نصف المستوى 3 تقع على يسار أضلاع المضلع مأخوذة فى اتجاه ضد 
عقرب الساعة . سنترك للهارين إثبات أن هذه التحويلة bis‏ أحادى بين النقط الداخلية 
لنصف المستوى ونقط داخلية المضلع . 

إذا أعطينا مضلعا ما ۴ » دعنا نعين عدد الثوابت فى تحويلة شفارتز-كريستوفل بحيث 
يرسم محور السينات فوق المضلع ۲ . هذا الغرض يمكننا كتابة0 = مت ,! = 4 ,8-0 
ونتطلب of‏ يرسم حور السينات فوق مضلع ما “م مشابه للمضلع ٠۴‏ يمكن بعد ذلك 


E 
المنغيرات المركبة وتطبيقات‎ ۸ 


تعديل حجم ووضع المضلع م ليناسبا حجم ووضع المضلع م وذلك باختيار 
«ناسب للثوابت ۸,8 . 

الأعداد hy‏ تعين جميعها من الزوايا الخارجية عند رؤوس المضلع ۲ . يبقى بعد ذلك 
أن نختار الثوابت ز× وعددها md‏ . صورة حور السينات هی مضلع ما "م له نفس زوايا 
المضلع ۲ . واكن إذا كان من الضرورى أن يتشابه المضلعان pr‏ , م ء فلابد وأن 
تكون النسبة بين طول أى ضلع من أضلاع المضلع pr‏ ونظيره فى المضلع « ثابتة ( هذه 
الاضلاع الموصولة عددها 2-م ) . هذا الشرط يعبر عنه بدلالة 3-م من المعادلات فى nel‏ 
من المجاهيل الحقيقية × . وبالتالى فإنه يمكن اختيار عددين من الأعداد × أو علاقتين 
بينهما عشوائيا بشرط أن يكون هذه المعادلات ( عددها 3-م) فى المجاهيل الباقية 
( وعددها 0-3) حلولا حقيقية . 

عندما تمثل نقطة نهائية م« على محور السينات » بدلا من نقطة اللانهاية » add!‏ 
التى صورتها الرأس وس فإنه ينتج مماذكرناه فى البند السابق أن تحويلة شفارتز - 
كريستوفل تأخذ الصورة 


waa 06 xD x 00 (A) 
الأسس إن تتعين من الزوايا الخارجية للمضلع . ولكن فى‎ . ky thy tot ky = حي ٹ2‎ 
لحقيقية × التى لابد وأن تحقق المعادلات المذكورة أعلاه‎ TT 


وعددها 3-م . وبالتالى فإنه يمكن اختيار ثلاثة أعداد ب أو ثلاثة شروط على هذه الأعداد 
عشوائيا فى التحويلة (A)‏ التى ترسم مور السينات فوق مضلع معطى 


Triangles and Rectangles والمستطيلات‎ GL - 4۳ 


كا wh,‏ فإنه يعبر عن تحويلة شفارتز - كريستوفل بدلالة النقط xy‏ وليس بدلالة 
صورها رؤوس المضلع . مما سبق نعلم كذلك أنه يمكن اختيار ثلاث نقط منها على 
الأكثر عشوائيا » وبالتالى فإذا كان للمضلع المعطى أكثر من ثلاثة أضلاع فإنه يتحم 
تعيين بعض النقط ز× وذلك للحصول على المضلع المعطى » أو أى مضلع مشابه له » 
كصورة لحور السينات . واختيار شروط ملائمة لتعيين هذه الثوابت يتطلب عادة 
مهارة ب 

قيد اخخر على استخدامنا للتحويلة يرجع إلى التكامل الناشىء . فكثيرا ما يكون هذا 
التكامل غير ممكن حسابه بدلالة عدد محدود من الدوال الأولية . فى مثل هذه الحالات 
قد يصبح حل المسائل باستخدام التحويلة من الصعوبة بمكان . 

إذا كان المضلع مثلثا رؤوسه عند النقط و«,2«,« ( شكل (10) ) » فإن التحويلة 


تحويلة شفارتر - Bees‏ 4 


المطلوبة يمكن كتابتها على الصورة 


w= م‎ fe — x) *(s — x) *(s — x5) ds + 8 (\) 


(Ve) شکل‎ 


خت 2 - و + و + ky‏ والعلاقة بين كل زا والزاوية الداخلية ,0 هى 
k, =1 - 1 6, (j = 1, 2, 3)‏ 

وقد اعتبرنا هنا جميع النقط ر*.3 ,2 ,1= على أنها نقط نبائية على محور السينات . ويمكن 
تخصيص قم اختيارية لكل منها . الثوابت المركبة 4,8 » المصاحبة لحجم ووضع المثلث » 
يمكن تعيينها بحيث يرسم نصف المستوى العلوى فوق المنطقة المثلثة المعطاة . 

إذا أخذنا الرأس و« على أنه صورة نقطة اللاناية » فإن التحويلة تصبح 
w=A 6 ~ xJ (sS — x2) 7%? ds + B, (2‏ 
حيث يمكن اعطاء قم حقيقية اختيارية للثابتين 2×»×. 

التكاملان فى معادلتى )١(‏ » (۲) لا بمثلان دوالابسيطة إلا إذا كان المثلث منحلا 
بحيث يكون رأس أو رأسين من رؤوسه عند اللانهاية . التكامل فى معادلة (؟) يصبح 
تكاملا ناقصيا عندما يكون المثلث متساوى الأضلاع أو عندما يكون مثلثا قام الزاوية 
وإحدى زواياه تساوى 2/3 او 2/4 . 

للمئلث المتساوى الأضلاع يكون2/3 = و۸ = LU ky = hep‏ يكون من المناسب كتابة 

4 واستخدام معادلة (۲) حيث ! = 20 ,1ه‎ x= و م و‎ x,=-1 
د ۾ . بذلك تصبح التحويلة‎ 0 
w= | + Ns — 1(-2/3 ds, فيه‎ 
فى التكامل » فإنه‎ z= -1 هى بالطبع ه-ه » أى أن 0س . عندما‎ z=1 صورة النقطة‎ 
|× - 1| = ١ - يمكننا كتابة ×= » و بالتالى 1 > بر > 1- ر 0 < 1 + × و0 = (1 + ٭) همه » بيغا‎ 


و =( - arg (x‏ إذن 


Wı = 6+ 1(-2/3)1- ×43 مه‎ (-*) dx ey 


= ni\ كم‎ dx 
exp ( 3 is 01-2 


7 ْ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وهذا التكامل الأخير يختزل إلى التكامل المستخدم فى تعريف دالة بيتا ( تمرين )48( بند 
(75) ) ..افرض أن ط ترمز لقيمة هذا التكامل » وهى قيمة موجبة : 
4 1 
BQ, 4). (°)‏ = ووو 22م 
إذن الرأس wy‏ هو النقطة ( شكل (CAN)‏ . 
(a>)‏ وه wı = b‏ 


y لا‎ W1 


شکل )49( 


الرأس و« يقع على .الجزء الموجب من محور » وذلك OY‏ 
4 9 0 
w= if (x +1) 7° — 1( ° dx = fi op‏ 
ولكن قيمة و« تمثل أيضاً بالتكامل )1( عندما تؤول a‏ إلى مالا نباية على امتداد الجزء 
السالب من مور السينات » أى أن 
W3 = fds +1] |x — 1])7? exp (-=) dx‏ 


72 2 Ari 
+f (e+e 1])~? exp (-4) dx. 
(£) إذن « على ضوء المعادلة‎ 
مج = رم‎ )- 5 ( fa tlle 1)7 ae 
ni ni\ «م‎ dx 
= bexp 3 + exp ( 5) f G-D: و‎ 
رم‎ = bexp + ws مه‎ (- 3) 
أن‎ ad بحل هذه المعادلة الأخيرة للحصول على وس‎ 
W3=5. 49 
بهذا نكون قد حققنا أن صورة محور السينات هى المثلث المتساوى الأضلاع الموضح‎ 
: التحقق من أن‎ WIS بشكل (91) والذى طول ضلعه ط . من الممكن‎ 
. 2=0 م عندما‎ = )5/2( exp )5/3( 


عندما يكون المضلع مستطيلا فإن 2ر۴ لكل ial. jg‏ اخترنا ۵+ > tl‏ 


تحويلة شفارتز - كريستوفل ۷۱ 


تمثل النقط xy‏ التى صورها رؤوس المستطيل وبكتابة 
(z + a) Pe + IY 2  [(-1/)ج ~ a) 1? (A)‏ ع (2)و 
حيث + > (ر× - 2) نه > 0 ob‏ تحويلة شفارتز — كريستوفل تصبح 
fa (4)‏ سم 
وذلك فيما عدا لتحويلة W=Aw+B‏ لتعديل حجم ووضع المستطيل . التكامل )9( 
يساوى التكامل الناقصى 
i252)? de (=3):‏ — 1/2)1-(قى — 1( 1 

مضروبا فى مقدار ثابت . ولكن الصيغة (۸) للدالة المكاملة توضح بجلاء الأفرع المناسبة 
للدوال الغير قياسية المعنية . 

دعنا نحاول تعيين رؤوس المستطيل عندما 1<م . کا هو موضح بشكل 
(AY)‏ 6~ ع يد ,1 د ويد 0 1=و× ,= يع. جميع الرؤوس الأربعة يمكن التعبير 
عنها بدلالة عددين موجبين De‏ يعتمدان على القيمة a‏ على النحو التالى : 


5 1 5 E (Vs) 
b= وا‎ dx = ik REE ZEF 
a dx 
5 jee | 
e= | 09وا‎ dx بير‎ Oy 
arg (x — 1) = arg (x — a) = 7 garg (x + û) = arg (x + 1) = عندما 0 > × > 1- » فإِن0‎ 
00و‎ = lexp (— 2i/2)F | إذد .|0| - = ومو‎ 


وعندما 1- > × > م ء i1g(a)| Ob‏ = إج)و| *[(1/2-) g(a) = [exp‏ + إذن 
م 1 -e‏ 
w= =f. g(x) dx = -f g(x) dx — |_4‏ 


= | lo@| ax =i f lad dx = ~b + ie. 
0 rae 
وسيترك للقارىء كتمرين مهمة إثبات أن‎ 


[هدلة ic.‏ + 8 ع ينور ره ع w,= -8, w,‏ 
وبذلك يكون وضع وأبعاد المستطيل کا هو موضح بشكل (AY)‏ 
y 2‏ 
4 4 5 
u‏ ابحو ونه Xx‏ و* XX 0 x3‏ 


٠ wr‏ المتغيرات المركبة وتطيقات 


44 - المضلعات المنحلة Degenerate Polygons‏ 
سنقوم الآن بتطبيق تحويلة شفارتز - كريستوفل على بعض المضلعات المنحلة التى 
تمثل التكاملات بالنسبة ها دوالا بسيطة . ولتوضيح ذلك » سنبدأ ببعض التحويلات 

المألوفة . 
أولا » دعنا نرسم نصف المستوى 


0ر فوق الشريحة نصف اللانهائية 
.20 كك 


05 
2 
سنعتبر الشريحة على أنها الصورة النهائية لمثلث رؤو سه و«,ن»,» ( شكل (AN)‏ ) عندما 
يؤول الجرء التخيل للعدد وس إلى مالا نهاية . 

القيم النهائية للزوايا الخارجية هى 

kan =5, kn 2‏ = هما 
نختار Lil‏ © = و× ,1= × ,1- = ,× لتكون النقط التى صورها الرؤوس . وبالتالى 
فإن مشتقة الدالة الراسمة يمكن كتابتها على الصورة 
A(z + 1722 — 178? = AL — 2)72,‏ .= 
إذن wHA'sin'z4+B‏ . إذا كتبنا A =lfa‏ و Ob B=bja‏ 
z = sin (aw — b)‏ 

هذه التحويلة من المستوى الم ركب س إلى المستوى الم ركب z‏ تحقق الشروط 1[- =2 
عندما 2 مسرو bas zal‏ 7/2 در وذلك إذا كان a=1‏ و .b=0‏ 
ob JUL,‏ التحويلة الناتجة تكون 


z=sinw, 


التى سبق وأن تحققنا فى بند (۳۹) من أنها ترسم الشريحة فوق نصف المستوى . 


0 ر 


تحويلة شفارتز كويستوفل vr‏ 


The Infinite Strip هو - الشركة اللانبائية‎ 


اعتبر الشريحة >« > 0 على أنها الوضع Ghd‏ لمعين رؤوسه عند النقط 1 = Wag my‏ 
,0 = ۷4۷3 عندما تتحرك النقطتين ر«رهس مسافة لا asl.‏ إلى اليسار وإلى المين على 
الترتيب ( شكل:(44) ) . فى الوضع Bld‏ تصبح الزوايا الخارجية 

.1= وا ,0= k,n =0, k,n =7, kyr‏ 
سنختار . 0 = ور ,]= و× , مه = × وسنترك xy‏ لنعينها . مشتقة دالة راسم شفارتز - 
كريستوفل تصبح 
گے = 19 2" A(z - x,)°27‏ = د 
5 2 
وبالتالى op‏ 
w= ALogz +B.‏ 

ولكن Boo‏ وذلك حيث أن woo‏ عندما 2-1 . الثابت هلابد وأن يكون حقيقيا 
حيث أن النقطة س تقع على اخور الحقيقى عندما x>O52=x‏ . النقطة ۸i‏ = بر 
صورة النقطة ×= حیٹ xy‏ عدد سالب . إذن 

ni = A Log x, = A Log || + Ani. 
و 4-1 .وبالتالى فإن‎ beat بمساواة الأجزاء الحقيقية والتخيلية فى الطرفين نجد أن‎ 


التحويلة تصبح 

w=Logz 
نعلم أن هذه التحويلة ترسم نصف المستوى فوق‎ (TA) يا أن 1-= × . من بند‎ 
. الشريحة‎ 


الطريقة التى استخدمت فى هذا البند والبند السابق ليست دقيقة وذلك OV‏ القم 
النهائية للزوايا والاحداثيات لم تقدم بطريقة منهجية . فقد استخدمت القم النهائية كلما 
بدا لنا من المناسب أن نفعل ذلك . ولكن إذا فحصنا الراسم الذى حصلنا عليه » فليس 
من الضرورى أن نبرر حطوات اشتقاقنا للدالة الراسمة . الطريقة الشكلية التى استخدمت 
هنا أقصر وأقل صعوبة من الطرق الدقيقة . 


V4‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تمارين 


my 


my 


-¥ 


فى التحويلة )1( بند (AF)‏ ضع B=20=0‏ 9 
m=0, x=],‏ مساك Ane,‏ 
وحم ky=4, k=,‏ 
وذلك لرسم محور السيئات فوق مثلث A‏ الزاوية ومتساوى الساقين . اثبت أن رؤوس 
هذا الغلث ال 
ھی قط Û, Wa = b,‏ عد Wy, = bi, Wa‏ 


حيث « الثابت الموجب : A‏ 
x?)- 3/4-112 gy‏ = 1( ]ده 


كذلك اثبت أن nay‏ -2 حيث 8 هى دالة بينا . 
استنتج الصيغ )١7(‏ فى بند (417) لبقية رؤوس المستطيل الموضح بشكل (۹۲) . 


اثبت أنه عندما acd‏ >0 فى صيغتى (۸) › (4) ببند OW (AY)‏ رؤوس المستطيل تكون 
كا هو موضح بشكل (AY)‏ حيث OW deb dc‏ القم 

b= f lo(x)|dx, «= f |99) dx. 
الخاصة‎ IE اثبت أن‎ 

1)/2(s 1-25-17? ds‏ +5( دم 

من تحويلة شفارتز - كريستوفل (۷) ببند CAN)‏ ترسم محور السينات فوق المربع الذى 
رؤوسه 

Wı = bi, w,=0, Wa = 6, Wa دق ع‎ ib 
: كالتالى‎ by يعطى بدلالة دالة‎ b حيث العدد الموجب‎ 

b= 4B) 

استخدم تحويلة شفارتز-كريستوفل للحصول على التحويلة “م دس حيث 1>" >0 
التى ترسم نصف المستوى 0 دير فوق المنطقة الراوية mr‏ ك arg w‏ = 0 والنقطة 1 z=‏ 
فوق النقطة 1 w=‏ اعتبر المنطقة الزاوية على أنها الصورة النبائية للمثلث الموضح بشكل 
)40( عندما تؤول الزاوية ٠‏ » إلى الصفر. 


تحويلة شفارتز - كريستوفل o‏ 


5 - انظر شكل (VT)‏ بملحق )1( . عندما تتحرك النقطة z‏ إلى المين على امتداد الجزء السالب 


من انحور الحقيقى تتحرك صورتها س إلى العين على امتداد حور » بأكمله . عندما تقطع 2 
القطعة المستقيمة 0= <,1 5 x‏ ك 0على انحور الحقيقى الموجب تتحرك صورتها " إلى اليسار 
على امتداد الشعاع ج = te gu tv‏ تتحرك 2 إلى البمين على جزء احور الحقيقى الموجب 
بحيث 1< تتحرك صورتها « إلى المين على امتداد نفس الشعاع اد ,1< . 
لاحظ التغير فى olf!‏ حركة النقطة w‏ عند صورتى النقطتين 2-0 ,1 -2 . هذه التغيرات 
Let‏ نختار مشتقة الدالة الراسمة لتكون 

f'(2) = Kz — 0)7 "(2 — 1)‏ 
حيث k‏ ثابت ما » وبالتالى نحصل على الدالة الراسمة 

W= ri + ع0آ -ج‎ z 
. كا هو موضح بالشكل‎ Re <0 ويمكن التحقق من أن هذا الراسم يرسم نصف المستوى‎ 
× > -1 عندما تتحرك النقطة 2 إلى المين على امتداد جزء المحور الحقيقى السالب بحيث‎ 
. تتحرك صورتها إلى المين على امتداد الحور الحقيقى السالب فى المستوى المركب س‎ 
وعندما تتحرك < إلى المين على امتداد القطعة المستقيمة0 = ر ,0 > × > 1 -من الحور الحقية‎ 
ثم تتحرك على امتداد القطعة المستقيمة 0-س,ا! > + > 0 تتحرك صورتها « فى اتجاه‎ 
على امتداد القطعة المستقيمة 1 5مك 0,0-/, ثم فى اتجاه تناقص « على امتداد‎ v زيادة‎ 
نفس القطعة المستقيمة . وأخيرا » عندما تتحرك 2 إلى المين على امتداد جزء انحور الحقيقى‎ 
الموجب بحيث 1 < × تعجرك صورتها إلى الهين على امتداد المحور الحقيقى الموجب فى‎ 
,2= 0,2 = عند صور النقط1-‎ w المستوى المركب ” . لاحظ التغيرات فى اتجاه حركة‎ 
: من هذا نحصل على دالة راسمة مشتقتها‎ . =1 
f(2) = k(z + 1( 17) - OY — 1-0 
ثابت ما . أوجد الدالة الراسمة‎ k حيث‎ 
w= Vz? —1 

حيث + > ] - ۷2 arg‏ > 0.باستخدام الرواسم المتعاقبة ?2 = 2 ,1 - 2 = ۷ VW‏ س 
تحقق من أن التحويلة امحصلة ترسم نصف المستوى 0<ءء» فوق نصف المستوى 
0< سر wim‏ قطع على امتداد القطعة المستقيمة ١‏ > م u=0,0<‏ 
معكوسة التحويلة الخطية الكسرية 


00 

EE 
ترسم القرص 2|>1| »ع بحيث تكون حافظة للزوايا الموجهة وذلك عدا عند النقطة‎ 
ملحق (؟) ) . افرض أن‎ (VV) فوق نصف المستوى 0 < : سإ . ( أنظر شكل‎ » 7= -1 
والتى استخدمت‎ z= ×, = 1, 2, ..., 7) صورها النقط‎ |Z|=1 نقط على الدائرة‎ Z; 


\\ 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فى تحويلة شفارتز - كريستوفل (A)‏ بند (AN)‏ بين دون تعيين أفرع الدوال الغير 
القياسية -- أن 


" ZZ) (EZ ا ف رج‎ (2— Zo 
a } : 


حيث 4 ثابت ما . ومن ثم بين أن التحويلة 

waa f-20 Z22) (S—Z,)-" dS +B 
ترسم داخلية الدائرة 21-1 فوق داخلية مضلع رؤوسه صور النقط ,2 الواقعة على‎ 
. الدائرة‎ 
هى الجذور النونية‎ ٠ فى التكامل بتمرين (8) . افرض أن الأعداد (....,1,2:-7) ر2‎ 
أن كل‎ WAS oe ite = exp Omi, Z = 1, 2 = رس‎ ..., 2, = eo للوحدة . اكب‎ 
)۸( بهذا يصبح التكامل بتمرين‎ 2/١ يساوى‎ ky GaN 22s) من الأعداد‎ 


هم A‏ أ ددم 
اثبت أنه عندما تكون ob 8-0, 0 ١‏ هذه التحويلة ترسم داخلية دائرة الوحدة 
1 -21! فوق داخلية مضلع منتظم عدد أضلاعه ه ومركزه النقطة w=o‏ 
اقتراح : صورة كل من النقط (.....1,2-/),2 هى رأس اضلع ما زاويته 
الخارجية عند هذا الرأس تساوى 27/۸ ١اكتب‏ 


' 4s 
متخذا مسارالتكامل ليكون على امتداد انحور الحقيقى الموجب من 2-0 إلى -/ مع‎ 
سنأخذ القيمة الأساسية للجذر النوفى للمقدار”(1 - "5).من ثم اثبت أن صور‎ Lil ملاحظة‎ 
BE على الترتيب . بعد ذلك‎ om cet dal رن = 2 هى‎ ..., 2, = w | النقط‎ 
. W=0 من أن المضلع يكون منتظما ومر كزه‎ 
CAT) احصل على متباينة )0( بند‎ - 
اقتراح : افرض أن 8 أكبر من أى من الأعداد( -۸ ,... ,2 ,1 =/) |ر×الاحظ أنه‎ 
المتباينات || 2 > |ر× 2| >2|2| تتحقق‎ Ob إذا كانت ۸ كبيرة كيرا كافيا‎ 
مع الشروط )0( بند‎ (AN) بند‎ )١( لکلز× عندما ۸ <|2| . ثم استخدم معادلة‎ 
. )41( 
استخدم الشروط )0( والشروط الكافية لتحقق وجود تكاملات معتلة‎ (AY) فى بند‎ - 
للدوال الحقيقية لإثبات أن (×)۴ ها ہاية ما وس عندما تؤول × إلى مالا نهاية . حيث‎ 
معرفة بمعادلة (") من ذلك البند . اثبت كذلك أن تكامل الدالة (/ فوق‎ FQ) 
۸ كل قوس من نصف الدإئرة 0< 10 -|-| يقترب من الصفر عندما تؤول‎ 


wy كريستوفل‎ pi تحويلة‎ 


إلى م .ومن ثم استتج أن 
lim F(z) = Wa (Im z 2 0),‏ 
کا هو مذكور بمعادلة )1( هناك . 
طبقا تمرين )١4(‏ بند (VY)‏ يمكن استخدام الصيغة 
04 
c 9{2)‏ 


2# 
لتعيين عدد أصفار دالة بم بداخلية كفاف بسيط مغلق © موجه فى الاتجاه الموجب عندما 
بقع © فى نطاق بسيط الترابط D‏ تكون فيه (2)و تحليلية ولا تنعدم oe)‏ فيه على 
الإطلاق . فى تلك الصيغة اكتب م5-(2)؟ -(2)ع » حيث (ء)؟ الدالة الراسمة لتحويلة 
شفارتر كريستوفل (7) بند (47) . والنقطة we‏ إما أن تكون نقطة داخلية أو 
خارجية للمضلع P‏ الذى يكون صورة نحور × » إذث wo.‏ + )ير افرض أن الكفاف © 
يتكون من النصف العلوى لدائرة 8 = |:| وقطعة مستقيمة ۸ > بر > م من حور × 
تحوى جميع النقط ,د ١.‏ -......1,2 سر فيما عدا قطعة مستقيمة صغيرة حول كل 
نقطة ز× تستبدل بالنصف العلوى من دائرة ,م -إرم |z-‏ قطرها تلك القطعة المستقيمة . 

إذن عدد النقط + الداخلية للكفاف © بحيث wo‏ = 2)/ هو 


1 ام‎ f() 
عي‎ eau ٠ 


لاحظ أن م« ...(2)م/ تقترب من النقطة pall‏ صفرية ‏ ,مس«-,# عندما 

۴= || وعندما تؤول ۴ إلى co‏ متذكرا فى ذلك خاصية الترتيب )١(‏ بند 
(87) للدالة |27)/| . افرض أن الأعداد ,م تؤول إلى الصفر وائبت أن عدد 
اللقط فى النصف العلوى من المستوى المركب tz‏ يكون 
عندها wo‏ = (2)/ يكون 

Nas tin f dx. 

استنتج أن 1 N=‏ إذا كانت wy‏ نقطة داخلية للمضلع N=0 Oly P‏ إذا كانت Wy‏ نقطة 
خارجية للمضلع ‏ . وذلك حيث أن 


2 
f 9 ا 7 دا‎ IO) iy, 
pPW—-Wo Rood 2 f(x) — Wo 


ومن ثم اثبت أن الراسم لنصعف المستوى Imz>0‏ فوق داخلية ۴ يكون أحاديا . 


Fluid Flow in a Channel through a Slit سريان سائل فى مجرى من خلال شق‎ - 44 


سنقدم الآن مثالا اخر عن السريان المستقر المثالى الذى سبق لنا التعرض له فى الباب 


۷۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التاسع . هذا المثال سيساعدنا فى أن نبين كيف أن المنابع والمصارف يمكن أن توضح فى 
مسائل سريان سائل . 

اعتبر السريان المستقر GLE‏ البعد لسائل بين مستويين متوازيين 0 = ص , ۸ = د إذا كان 
السائل يتدفق من خلال شق ضيق بطول الخط المستقم فى المستوى الأول والذى يكون 
عموديا على المستوى سس عند نقطة الأصل ( شكل (45) ) . افرض أن معدل 
سريان السائل فى المجرى من خلال الشق يساوى © من وحدات الحجم لوحدة الزمن 
لكل وحدة من وحدات غمق المجرى » حيث Gall‏ مقيس فى الاتجاه العمودى 
للمستوى wo‏ بذلك يكون معدل السريان إلى الخارج عند كل من النبايتين يساوى 0/2 ٠‏ 


yee Se 
Ox | xg x u, 0 م‎ u 


(44) JSS 


التحويلة 2 1.0 -« » التى سبق اشتقافها فى البند السابق » راسم أحادى من 
النصف العلوى للمستوى المركب z‏ فوق الشريحة فى المستوى OS A‏ « . التحويلة 
العكسية 
)1( واوا = "ع = 2 
ترسم إذن الشريحة فوق نصف المستوى . التحويلة )١(‏ ترسم محور الإحدابيات ها فوق 
النصف الموجب من مور الاحدائيات × » وترسم الخط المستقم ‏ ×=« فوق 
النصف السالب من نفس tl‏ بذلك يكون حد الشريحة قد رسم فوق حد نصف 
المستوى . 

النقطة 2-1 هى صورة النقطة «=٠‏ . صورة نقطة ما مه-8 » حيث Ug >O0‏ 6 
هی نقطة م«-ج حيث 1< وعد . معدل سريان السائل على امتداد منحنى يصل 
النقطة مه = س بنقطة («,ن) فى الشريحة هو دالة تيار (uv)‏ للسريان ( بند (AA)‏ ).إذا كان 
ون عددًا حقيقيا سالبا » فإن معدل السريان فى المجرى من خلال الشق يمكن كتابته على 
الصورة 

v(m, 0) = Q. 

الآن » فبتأثير تحويلة حافظة للزوايا الموجهة » تحول الدالة س إلى دالة فى المتغيرين xy‏ 
تمثل دالة تيار للسريان فى المنطقة المناظرة من المستوى المركب + » أى أن معدل السريان 


تحويلة شفارتز - كريستوفل ۷۹ 


متساو على امتداد منحنيات متناظرة فى المستويين . © اتبعنا فى الباب التاسع ع 
سنستخدم نفس الرمز ل ليرمز لدالتى التيار الختلفتين فى المستويين . وحيث أن 
صورة النقطة رن دس تكون نقطة zany‏ حيث! p<‏ > 20 فإن معدل السريان على امتداد 
أى منحنى يصل النقطتين م×=2 ,»=2 ويقع فى النصف العلوى من المستوى المركب z‏ 
يساوى Lad‏ © . وبالتالى فإنه يوجد منبع عند النقطة 2-1 مساو للمنبع عند 8-60 . 

ما أتبع أعلاه يمكن استخدامه بصفة عامة لإثبات أن : تحت تأثير تحويلة حافظة 
للزوايا الموجهة فإن كل منبع أو مصرف عند نقطة معطاة يناظر منبع أو مصرف مساو 
له عند صورة تلك النقطة . 

عندما يؤول» Re‏ إلى Law‏ »2 تقتربب. صورة النقطة w‏ من النقطة 2=0 . وأى 
مصرف قوته 2/2 عند النقطة الأخيرة يناظر المصرف الذى يبعد بعدا لانهائيا إلى 
اليسار فى الشريحة . لتطبيق ماذكر أعلاه فى هذه الحالة » نعتبر معدل السريان على امتداد 
منحنى يصل الحدين 0-0 و مم للجزء الأيسر من الشريحة وكذلك السريان 
على امتداد صورة هذا المنحنى فى المستوى المركب 2 . 

المصرف عند نهاية الطرف الأيمن للشريحة يحول إلى مصرف عند نقطة BLEW!‏ 
المستوى ال ركب 2 . 

دالة التيار ل للسريان فى النصف العلوى من المستوى الم ركب 2 لابد ون تكون 
فى هذه الحالة دالة ذات قم ثابتة على امتداد كل جزء من الأجزاء BV‏ من محور 
السينات . بالإضافة إلى ذلك Ob‏ قيمتها لابد وأن تزيد بمقدار © عندما تتحرك 
النقطة 2 حول النقطة 2-1 من الموضع Z=Xpq‏ للموضع yak,‏ »> ولابد أن 
تنقص قيمتها بمقدار 0/2 عندما تتحرك 2 حول نقطة Jo‏ بطريقة مناظرة.الدالة 

vec) = Û [Arg ( = 1) - $ Areal 
هذه المتطلبات . بالاضافة إلى ذلك › فهذه الدالة توافقية فى نصف المستوى‎ Git 
من الدالة‎ bed وذلك لأنها الجزء‎ Imz>0 
هام‎ = 2 (Log م‎ - 1) - Log 


2 Log (z2 — z71), 
r 


وحيث أن =e”‏ ج Ob‏ الدالة 
Fw) = 2 Log (e — e” ¥/?)‏ 


TAs‏ المتغيرات المركبة وتطيقات 


تكون دالة جهد مركب للسريان SAIS‏ 
بإعمال ثابت ae‏ يمكننا ALS‏ 
Fw) = g Log (sinh 3 50‏ 
لاحظ أننا استخدمنا نفس الرمز ۴ للدلالة على ثلاث دوال مختلفة > مرة فى المستوى 
ا مركب z‏ ومرتان فى المستوى المركب س. 
مىجه السرعة Fin)‏ يعطى بالعلاقة 
)‘( ; كسم r=‏ 
من هذا نرى ol‏ 


9 
lim V= =. 
jis 2r 


كذلك » النقطة :”دس نقطة ركود Stagnation point‏ < أى أن السرعة عندها 
تساوى صفر . وبالتالى Ob‏ ضغط السائل على امتداد الحائط ×=« للمجرى يكون 
أكبر ما يمكن عند النقط المقابلة للشق . 
دالة التيار yi)‏ للمجرى هى الجزء التخيلى للدالة («)ط المعطاة بالمعادلة (؟) . 

وبذلك تكون خطوط السريان yur) = c. Streamlines‏ هى Shell‏ 

2 arg (sink 5) =c. 
9 وهذه المعادلة تؤول إلى‎ 

FP no 
tans = k tanı 3 (%) 


حيث k‏ ثابت حقيقى . شكل )81( يوضح بعض خطوط السريان . 


Flow in a Channel with an Offset ¢ 95 فى مجرى ذى‎ Ob JI - ۷ 


لزيادة إيضاح استخدام تحويلة شفارتز - كريستوفل » دعنا نوجد الجهد الم ركب 
لسريان سائل فى st‏ به تغير فجانى فى العرض ( شكل (۹۷) ) . سنعتبر وحدة للطول 
oe‏ يكون عرض الجزء الأكبر عرضا من المجرى يساوى × من الوحدات » 
و بالتالى ob‏ عرض الجزء الاضيق من المجرى يساوى ۸١‏ .حيث 1 > > ٠0‏ 
افرض أن الثابت الحقيقى Vo‏ يرمز لسرعة السائل بعيدا عن النتوء فى الجزء الأكبر 

E‏ أن 
lim Y= vo #‏ 

\ 

حيث المتغير المر كب ۷ يمثل متجه السرعة . معدل السريان لوحدة العمق خلال GA!‏ © 
أو قوة المنبع على اليسار وقوة المصرف على امون » يكون إذن 


تحويلة شفارتز - كريستوفل UNS‏ 


)0 .ىلاع = QO‏ 
يمكن lel‏ مقطع المجرى على أنه الوضع Shell‏ للشكل الرباعى الموضح بالشكل 
والذى رؤو سه النقط ي« رو« ,و mi,‏ »عندما يتحرك الرأس و« إلى اليسار مسافة لا Ale‏ 
ويتحرك الرأس و« إلى العين مسافة لا نبائية كذلك . فى الوضع النهائى تصبح الزوايا 


الخار جية 
r‏ 
ع kyl =, kan =7, kya 2-2 kart‏ 
u‏ ر 
wr Ld Wa‏ 
= = 
ws oor an‏ 
r O‏ 
0 
we} 3‏ 
xy x Xx Xx Ww, 0‏ 
شكل رلاة) 
3 


إذا كتبنا ص = يي ,1= و× ,0 - x‏ وتركنا د لنعينہا » حيث 1 > ر× > 0 » فإن مشتقة 
الدالة الراسمة تصبح 
,2( ا ,1 جل يبد 422 كل 

من أجل تبسيط تعيين الثوابت 4 و ود هناء سنشرع مباشرة فى استخدام 
الجهد المركب للسريان . منبع السريان SAIS‏ والواقع إلى أقصى اليسار يناظر منبعا 
مساويا عند 2-0 ( بند (45) ) . الحد الكامل لمقطع امجرى هو صورة حور السينات . 
ووفقا لمعادلة )١(‏ > فإن الدالة 
F(z) = Vo Log z = Vo Logr + "6 (*)‏ 
تكون دالة الجهد للسريان فى النصف العلوى من المستوى المركب 2 مع وجود المنبع 
الطلوب عند نقطة الأصل . لاحظ أن المصرف على يون المجرى لابد وأن يناظر مصرفا 
عند نقطة اللانهاية فى المستوى ال ركب 4 . 

المرافق المر كب للسرعة ١‏ ف المستوى ال ر كب Sow‏ كتابته على الصورة 

4 4 د 0 


dw dz dw" 


و بالتالى»فباستخدام معادلتی )1( . (*) ء يمكننا أن نكتب 


ip‏ 5 چ 
)4( . ( 0 


فى الوضع النبانى للتقطة wy‏ والناظر للنقطة =2 . تكون السرعة هى الثابت 


YAY‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الحقيقى avy‏ ينتج من معادلة )4( أن 
a = ® Jx.‏ 

عند الوضع Si‏ للتقطة wy‏ والمناظر dill‏ مد »ء سنرمز للسرعة بالعدد 
الحقيقى ونا . قد يبدو لنا الآن ظاهريا » أنه عندما تنحرك قطعة مستقيمة رأسية للتعير 
الجزء الضيق من المجرى مسافة لا نبائية إلى المين » فإن ۷ تقترب من V4‏ عند كل نقطة 
من نقط تلك القطعة المستقيمة . يمكننا التحقق من - أن هذا التخمين Conjecture‏ حقيقة . 
واقعة وذلك د a eo‏ قد oy‏ راس NY‏ 
سنفترض صحة هذه الحقيقة . إذن » وحيث أن السريان مستقر فإن 


nhV, = ول‎ = Q, 
أن 7/۸۴ = . بجعل 2 تؤول إلى ما لانهاية فى معادلة (4) » نجد أن‎ gl 
Yo _ o 
h A 3 
إذذ‎ 
A=h, x, =, (2) 
3 
Vo(z — hey 2 
7 Fe, 
0 افكت‎ CD 


من معادلة )1( يمكننا أن نرى أن مقياس السرعة |۶| يصبح لا نهائيا عند الحافة 
و« للنتوء وذلك حيث أنه صورة النقطة 2-1 Lal.‏ الحافة wy‏ نقطة ركود » وهى 
نقطة Gat‏ 0-م . بذلك يكون ضغط السائل على امتداد حد المجرى أكبر ما يمكن 
عند wy‏ وأصغر ما يمكن عند وس 

لإيجاد العلاقة بين الجهد والمتغير س » لابد أن نكامل معادلة (۲) التى يمككن كتابتها 


الآن على الصورة 
dw _A z—1\i2 (Y)‏ 
a ( 3) 1‏ 
بالتعويض بتغير جديد 5 » حيث 8 
eg‏ 00 
2-1 


يمكننا أن نبين أن معادلة (۷) تؤول إلى 


dw 1 1‏ 
)م - م 


1 
w= hLog= ~~ - Log 7 (A) 
-s 


ثابت LISS‏ هنا يساوى صفرا وذلك OV‏ 0= »ومن ثم Lrstwao‏ 2-72 
ومن م 
بدلالة و » يصبح الجهد ‏ المعطى بمعادلة (T)‏ 


إذن ¢ 


تحويلة شفارتز - كريستوفل var‏ 


2و شيل 
F= Vo Log:‏ 


ac te 
2 oP (Fl ¥o) =? ee 

exp (F/¥0) — 1 00 

بالتعريض عن ء كا هى معطاة بهذه المعادلة فى معادلة (A)‏ » نحصل على علاقة ضمنية 
تعطى الجهد ۴ كدالة للمتغير المركب س . 


8 - جهد الكهرباء الساكنة حول حافة صفيحة موصلة 
Electrostatic Potential about an Edge of a Conducting Plate‏ 

لیکن LW‏ صفيحتان موصلتان متوازيتان ممتدتان لا Whe‏ حفظ جهد الكهرباء 
الساكنة هما عند Veo‏ وصفيحة ثالثة نصف لا نهائية موازية هما وموضوعة فى وسط 
المسافة بينهما حفظ جهد الكهرباء الساكنة ها عند ۷=1 . سنختار نظاما للاحدائيات 
ووحدة للطول بحيث تقع الصفائح الثلاث فى المستويات 0= م ,م - م , ۸/2 در 
( شكل (48) ) . دعنا نعين دالة الجهد ,سالا ف المنطقة الواقعة بين هذه الصفائح . 
مقطع هذه المنطقة فى المستوى up‏ فى صورته النهائية يكون الشكل 
الرباعى الحدد بالمستقيمات المنكسرة الموضحة بالشكل » وذلك عندما تتحرك النقطتان 
و« إلى. الخارج يمينا وتتحرك النقطة وس إلى الخارج يسارا . بتطبيق تحويلة شفارتز - 
كريستوفل هنا » سنفترض أن النقطة و» » المناظرة للرأس و« مهى نقطة اللانهاية . 
سنختار 1دو×,1- =× وندع و« كنقطة مطلوب تعيينها. القم 
النبائية للزوايا الخارجية للشكل الرباعى هى 


kn =, k,n = —R, kan =kyn =1. 
5 إذن‎ 
Ww : 
22 AG + IE xe - 1)7? 
_ 2x2 _Afltm 1 ×2 
- 4 (oS ال‎ 
التحويلة من النصف العلوى للمستوى المركب : إلى الشريحة المقسومة فى‎ OB وبالتالى‎ 
تكون‎ w المستوى المركب‎ 
w = ])1 + x) Log (2 + 1) + )1 - xa) Log - 1)] +B لق‎ 


إفرض أن,4 .4 Ver, 8,٠‏ جزاء الحقيقية والنخيلية BA cold‏ على الترتيب . عندما 


Af‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 
بير 7 - 


×=2 » تقع النقطة w‏ على حدود الشريحة المقسومة » وطبقا لمعادلة )1( jet‏ على 


u + iv = H(A, + 1))(ي4:‎ + x,)[Log!x + 1[ + : وعد‎ (x + 1)] (2 
+ )1 — x,)[Log |x - 1| + arg (x - 1([( + B, + iB. 


xy x2” و«‎ x v=0 wp ou 


لتعيين الثوابت هنا » نلاحظ أولا أن الوضع النباق للقطعة المستقيمة الواصلة بين 
النقطتين way‏ هو عور الإحداثيات س . هذا الخط هو صورة جزء مور السينات 
الواقع على يسار النقطة 1-=× » وهذا راجع إلى أن القطعة المستقيمة الواصلة بين 
النقطتين و#.و» هى صورة جزء مور السينات الواقع على يمين 1=و× » والضلعان 
الآخران للشكل .الرباعى هما صورتا القطعتين المستقيمتين الباقيتين من محور السينات . 
إذن عندما v=0‏ . وتؤول س إلى مالا ale‏ من خلال قم موجبة > تقترب النقطة 
المناظرة × إلى النقطة z=-1‏ من اليسار . إذن 

arg(x+l)=2,  arg(x—1l)=7, 

وتؤول |1+ءاهمة إلى - .وأيضاً. حيث أن 1> ي>!- Ale‏ 
الحقيقى للمقداز داخل الأقواس المزدوجة فى معادلة (؟) يؤول إلى مه - . وحيث أن 

0-0 فإنه ينتج أن 4-0١‏ » وفيما عدا ذلك فإن الجزء التخيلى للطرف 
ofl‏ يصبح لانبائيا . بمساواة الأجزاء التخيلية فى الطرفين » نجد أن 

0 - كل‎ ])1 + x2)r + (1 - xor] + .وه‎ 

6 إذن‎ 
“rd = A,=0. م‎ 

الوضع tl‏ للقطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين eww‏ الشعاع 

<» ,2 -ه . النقط الواقعة على هذا الشعاع هى صور النقط rox‏ حيث 

ob يدك > 1 » وبالتالى‎ 
arg (x + 1) =0, arg (x - 1( بج ع‎ 

بمساواة الأجزاء التخيّلية فى طرف معادلة (؟) علد هذه النقط » نجد أن 


تحويلة شفارتز كريستوفل Yao‏ 
.0 
2 

وأخيرا » Ob‏ الأوضاع النبائية لنقط القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين was‏ 
هی النقط u + ri‏ . وهذه النقط هى صور النقط × حيث xX>1‏ . بمساواة 
الأجزاء التخيلية فى معادلة (؟) عند هذه النقط نجد أن : 


n= By. 


A 
=F — x + Ba. (£) 


إذن » من معادلتى ad 6 )٤( CT)‏ أن 

x, =0.‏ ا 70 
وبالتالى فإن ه-» هى النقطة التى صورتها won old‏ » وبالتعويض بہذه القم 
ف المعادلة (؟) ومساواة الأجراء الحقيقية ad‏ أن 0- 8 . 


7=0 1 =1 7=0* 
(Ad) شكل‎ 
: )١( بذلك تصبح التحويلة‎ 
w = عمآ]14-‎ )2 + 1) + Log(z - 1)] + ri, (°) 
: أى أن‎ 
2 =1 +e ?™, CO) 


pg:‏ هذه التحويلة » تصبح الدالة التوافقية المطلوبة Vea)‏ دالة توافقية فى 
المتغيرين xy‏ فى المنطقة yoo‏ وتحقق الشروط الحدية الموضحة بشكل (89) . 
لاحظ أن 0-:* فى هذه الحالة . الدالة التوافقية فى نصف المستوى هذا والتى تأخذ 
هذه القبم على الحدود هى الجزء التخيل من الدالة التحليلية 
Log +, = 420‏ - لح 
Sis 0 4-8: ee‏ القم من صفر إلى × . بكتابة ظل كل من هاتين 
الزاويتين كدالة فى xy‏ وإجراء التبسيطات اللازمة نجد أن : 
فق tan nV = tan (0, — #2) 2 a‏ 
المعادلة )1( تزودنا بصيغ للمقادير ر + 2بر ةبر 2بربدلالة ۷ه . من الصيغة (۷) نجد 


YAN‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذن أن العلاقة بين الجهد ۷ والاحداثيات uy‏ يمكن كتابتها على الصورة 


tan a7 = e@ 44 و‎ (A) 
حيث‎ 
s = -1 + 1 + 2e" cos ةدم ب و2‎ 
تمارين‎ 
(HY) استخدم تحويلة شفارتز - كريستوفل للحصول على الدالة الراسمة المعطاة مع شكل‎ - ١ 


A 


. )۲( gals 
بين لماذا يكون حل مسألة السريان فى مجرى به عائق على صورة شريحة مستطيلة نصف‎ 
. )۹۷( يكون متضمنا فى حل المسألة التى عوجت فى بند‎ ) )٠٠١( لا نهائية ( شكل‎ 


)٠١٠١( شكل‎ 


انظر شكل (V4)‏ بملحق (؟) . عندما تتحرك النقطة 2 إلى ابمين على امتداد الجزء السالب 
من الحور الحقيقى بحيث 1 >2 ء تتحرك صورتها « إلى البمين على امتداد الشعاع 
جمدو ,0ك . وعندما تتحرك النقطة z‏ إلى المين على امتداد القطعة المستقيمة 
0ر ,1> × > 1 ء تتحرك صورتها س ف اتجاه تناقص « على امتداد القطعة 
المستقيمة ۸ >« > 0 ,0 w=‏ وأخيرا » عندما تتحرك 2 إلى العين على امتداد الجزء الموجب 
من احور الحقيقى بحيث 1 < × » تتحرك صورتها س إلى المين على امتداد الجزء الموجب 
من انحور الحقيقى . لاحظ التغيرات فى اتجاه حر كة w‏ عند صورق النقطتين 1 ع و 
1ج . هذه التغيرات توضح أن المشتقة لدالة راسمة يمكن أن تكون 
2 
)= 
حيث ا ثابت ها . من ذلك احصل على التحويلة المعطاة هناك . تحقق أنه عند كتابة 
التحويلة على الصورة 1 
w = > + DG — 1)" + Log te + (z + DE — 1)2}‏ 
حيث + > (1 د orgie‏ > ١ء‏ فإنها ترسم الحدود بالطريقة المبينة بالشكل . 
لتكن Thuy)‏ درجات الحرارة للحالة المستقرة المقيدة Bounded steady state‏ فى الجزء 
المظلل من المستوى المركب ” والموضح بشكل (VA)‏ بملحق (؟) مع الشروط 


تحويلة شفارتر - كريستوفل YAY‏ 


الحدية 7),0-1 عندما ۸>0 .و 7-0 على الجزء الباق وروص من الحدود . 
بدلالة بارامتر حقيقى » ,2/< >» >0) اثبت أن صورة كل نقطة tame‏ 2-1 على الجزء 
الموجب من احور التخيلى ر هي النقطة 
e +c o) + i(7 + °°) |‏ ممم w= Ê [Log‏ 
r 2‏ 


( انظر تمرين )1( ) واثبت WIS‏ أن درجة الحرارة عند تلك النقطة w‏ تعطى بالعلاقة 
Tae) = (o<«<3).‏ 


لتكن Fw)‏ دالة الجهد المركب لسريان سائل على عتبة فى قاع مجرى عميق مغلا بالجزء 
المظلل من المستوى المركب س cad‏ بشكل (۲۹) بملحق (۲) , حيث تقترب سرعة 
السائل ۷ من الثابت الحقيقى م۷ عندما تؤول fw}‏ إلى مالا نهاية فى تلك المنطقة . 
التحويلة التى ترسم النصف العلوى من المستوى المركب 2 فوق تلك المنطقة هى التحويلة 
المعطاة فى تمرين (۴) . باستخدام المتطابقة ' 
dF |dw = (dF|dz)(dz/dw),‏ 
اثبت أن 
Vow) = Vole — IQ + 1);‏ 
اثبت كذلك , بدلالة النقط ×= التى تكون صورها النقط على امتداد قاع المجرى . أن 


]ل إلى اسل امل 

من هذا لاحظ أن مقياس السرعة يزداد من || على امتداد ave‏ ليصل ب - [Vj‏ 
عند و Foc‏ يتناقص ليتعدم عند co‏ › وبعد ذلك يزداد من ام إلى p‏ 
ليصل | لاحظ أيضاً أن مقياس السرعة يكون [Vo]‏ عند النقطة 
B ÙY w=ihltt 1/0‏ وام 


فصل كاد ىكشر 


صيغ التكامل من نوع بواسون 
Integral Formulas of Poisson Type‏ 
فى هذا الباب سنكشف النقاب عن نظرية تمكننا من الحصول على حلول للعديد من 
مسائل الشروط الحدية عندما يمكن التعبير عن هذه الحلول بدلالة تكاملات محددة أو 
معتلة . وبالتالى يمكننا مباشرة حساب الكثير من التكاملات التى تظهر فى مثل تلك 
المسائل . 
44 - صيغة تكامل The Poisson Integral Formula © yw! y‏ 
افرض أن ۴ دالة تحليلية عند جميع نقط GUS‏ مغلق بسيط Cy‏ ونقط داخليته وأن 
الاتجاه الدورانى هذا الكفاف هو الاتجاه الموجب . من المعلوم أن صيغة تكامل كوشى : 
LO) gg‏ 


تعبر عن قيمة ۴ عند أى نقطة 2 من نقاط داخلية Cy‏ بدلالة قم ۴ عند نقط 5 تنتمى 
للكفاف Cy‏ . عندما يكون Cg‏ دائرة » يمكننا الحصول من الصيغة )١(‏ على صيغة 
مناظرة لدالة توافقية » أى أنه يمكننا حل مسألة دزيشلت بالنسبة للدائرة . 

اعتبر الحالة التى يكون فيها م© هو الدائرة (©) exp‏ مم د ى ,25 5ك 4 5 0 »واكتب 
)18( مه م = وحيث «: > + >.9( شكل(١ )٠١‏ ) . معكوس النقطة الغير صفرية z‏ بالنسبة 
للدائرة هو النقطة zy‏ الواقعة على نفس الشعاع الذى تقع عليه النقطة 2 والتى BE‏ 
الشرط = ااا , ol‏ أن 


2 r s5 (Y 
وه = ره‎ (0) = =. ¢) 


ra‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وحيث أن zy‏ تنتمى لخارجية الدائرة Cy‏ فإنه ينتج من نظرية FF‏ — جورساه أن 
قيمة التكامل المعطى فى )١(‏ يساوى صفراً عند وضع 21 بدلا من 2 فى الدالة المكاملة . 
إذن » باستخدام الفثيل البارامترى المذكور للمنحنى Cy‏ » يمكتنا أن نكتب 


5 ى /*ثم 1 
مور جك - )| 2= هار 
مع مراعاة Lil‏ سنحتفظ بالرمز ه ليقوم مقام exp (id)‏ ,م وذلك للسهولة . 

لاحظ أنه نظرا للتعبير الأخير فى )1( للعدد OB zy‏ المقدار داخل الأقواس يمكن 
كتابته عل الصورة 
2( 


s 1 5 2 تم‎ 


s—-z 1-5 s—z'3 2 |s 2|2 


بذلك نحصل على صورة أخرى لصيغة تكامل كوشى )١(‏ : 
زفق 


pt‏ چ ممم 
عندما >> 0 وهذه الصورة صالحة أيضاً عندما 0-م »وف هذه WL‏ تؤول 
الصيغة مباشرة إلى الصيغة )١(‏ عندما 2-0 . 

المقداراج - gale‏ البعد بين التقطتين wes‏ وهنا يتحقق قانون جيب القام ( انظر شكل 
PCS)‏ 
|s — z]? =ro? — 2ror cos (@ - 0) + r > 0. (9)‏ 
إذن » إذا كان س هو الجزء الحقيقى للدالة التحليلية ۴ » فإننا feet‏ من العلاقة )8( على 


ie (ro? — r?)ulro.) 


u(r, 0) = 
0 To” — 2rgrcos( — 0) + F2 


3 ab O) 


حيث مم>م . هذه الصيغة الأخيرة تعرف بصيغة تكامل بواسون 

,” >70 للدالة التوافقية سه فى القرص المفتوح المحدد بالدائرة‎ Poisson integral formula 
» قلب هذه التحويلة‎ . »)0,( +S} ulrond) العلاقة )1( تعطى تحويلا تكامليا خطيا من‎ 

عدا بالنسبة للمعامل jan)‏ هو الدالة الحقيقية 

زفق 


r‏ = )0 — وسومم 
cos(p — 0) + r?‏ م27 — ثور 5-89 


والذى يعرف باسم قلب بواسون Poisson Kernel‏ . الدالة (8- Pro.‏ تمثل Lal‏ 


صيغ التكامل من نوع بواسون ۲۹۱ 


بالصيغ (۳) » ونرى من ثالث هذه الصيغ أن الدالة تكون دائماً موجبة . بالإضافة إلى 
ذلك « فحيث أن العدد (2 - 2/3 ومرافقه 2 — z{(s‏ هما نفس sho Vi‏ 
الحقيقية » فإننا نجد من الصيغة الثانية فى (*) أن 


P(ro,r, — 8) = Re (++) =Re (=). (A) 


2 السو S—Z,‏ 
إذن )8 - Por,‏ دالة توافقية فى المتغيرين 0 .م لنقط داخلية Cy‏ لكل نقطة ثابتة 
Cy es‏ . نلاحظ LUIS‏ من Daler‏ (۷) أن (8- Plog‏ دالة زوجية دورية فى 
المتغير ,6 -م دورتها 2r‏ وقيمتها تساوى واحد bis‏ 0 دم 
يمكننا OW‏ كتابة صيغة تكامل بواسون )1( على الصورة 


1 ;2* 
u(r) = سد‎ | Pros - Bulro,d) 4 (4) 


حيث per‏ . وف الحالة الخاصة عندما 1 = f) eum)‏ 6 تبين معادلة (A)‏ أن م 
لها الخاصية : 
x f Pearse =0 dp =1‏ 
حيث ۲0> ۲ 

لاحظ أننا افترضنا أن ۲ تحليلية ليس فقط عند جميع نقط داخلية م© بل كذلك عند 
نقط Cy‏ نفسه oly‏ « تكون بالتالى توافقية فى نطاق يحوى جميع نقط هذه الدائرة . وعلى 
سبيل النصوص we‏ تكون متصلة على Cg‏ فيما يل سنخفف من هذه الشروط . 


A Dirichlet Problem for a Disk مسألة دريشلت لقرص‎ - ٠ 
وأا متصلة قطعة بقطعة . سنثبت‎ ٠ دالة معطاة للمتغير 2> 0> 0) و‎ Fol افرض‎ 
أن الدالة‎ 
1 pe ١ 

U(r) = دج‎ | Por. = 0(500( a 9 

حيث رو > “r‏ والتى oS‏ أن نطلق عليها تحويلة تكامل بواسون oF dial‏ تحقق 
الخصائص التالية : U‏ تكون توافقية لجميع نقط داخلية الدائرة  rary‏ . وأن 
)( م > م lim U(r,0) = F(0)‏ 


ror 


لكل قيمة ثابتة ۾ تكون عندها ۴ متصلة . 


ray‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذن تكوننا حلا لمسألة دريشلت للقرص 70> ء بمعنى أن القيمة الحدية FO ٠‏ 
تكون نبهاية UO)‏ عندما تقترب النقطة روم من النقطة 600,8 عل 
امتداد نصف قطر » عدا عند عدد محدود من النقط 22400.68 التى تكون عندها 
الدالة 8 غير متصلة . 

قبل أن نبرهن التقرير المذكور أعلاه » Les‏ نستخدمه لإيجاد الجهد V(r,0)‏ 
داخل اسطوانة دم حيث الشروط الحدية تلك الموضحة بشكل (77) » بمعنى أن 
الجهد ينعدم على أحد نصفى السطح ويساوى الوحدة على النصف الآخر للسطح . وقد 
سبق حل هذه المسألة فى بند (AT)‏ باستخدام التحويلات الحافظة للزوايا الموجهة . فى 
صيغة )١(‏ نكتب ۷ بدلا من لا » 1= مم و 0= (5)4 عندماج > 4 > 10 - FG)‏ عندما 


75 > # > ۸ لتحصل على 


1 وات - ع ل 1_ «*م‎ 
Ver, => | P(r - 0) 44 => f 1 +r? — 2r cos ($ — 6) 


تكامل غير محدد للدالة PPL)‏ 


1 Pt 4 (r) 


jP, dj =2 arctan (; =, tan 5 


وذلك لأن الدالة المكاملة هنا هى مشتقة هى الدالة فى الطرف الأيسر بالنسبة 
“إلى ل .هذه الدالة تعطى القيمة ج- عندما Y/2=—n/2‏ والقيمة ج# عندما 
2 - 2| وذلك حتى تكون دالة متصلة تزداد قيمها من جح إلى 2#, 
عندما تزداد درل من om Sb-n/2‏ . هذا هو call‏ المطلوب لقم y/2‏ وذلك 
لأن 4-0=#وأن 650 تتغيران من # إلى +2 ومن صفر إلى +2 
على ea‏ إذن 


rV(r,0) = arctan (; er tan oR 3 - arctan’ (j tan كك‎ 31 
-r 2 l-r 2 


1 


حيث من الواضح فيزيائيا أن قم V(r)‏ تقع فى المدى من صفر إلى ۾ . 
بتبسيط الصورة التى حصلنا علا للدالة (7>) مه من هذه المعادلة الأخيرة » جد أن 


1 2 
V(r,0) = arctan ( ) (0 S$ arctan t S 2). (٤( 


2r sin 8 


صيغ التكامل من نوع بواسون var‏ 


وهذا هو الحل الذى حصلنا عليه قبل ذلك بدلالة الإحدائيات الكارتيزية . 

الدالة u‏ المعرفة بالعلاقة )١(‏ توافقية على داخلية الدائرة rary‏ وذلك لأن م 
دالةتوافقية فى المتغيرين م » م على نفس النطاق . وأكثر تحديدا » نلاحظ أنه حيث 
أن متصلة قطعة بقطعة » فإنه يمكن كتابة التكامل )١(‏ كمجموع عدد محدود من 
تکاملات محددة كل منها دالته المكاملة متصلة فى ¢ ,6 ,7 . المشتقات الجرئية هذه 
الدوال المكاملة بالنسبة لكل من اللمتغيرين ٤٠6‏ تكون أيضاً:متصلة . وحيث أنه 
Se‏ تبديل ترتيب عمليتى التكامل والتفاضل بالنشبة إلى 0)7 وحيث أن ۴ تحقق 
معادلة لابلاس فى الاحدائيات القطبية 68م ٠‏ فإنه ينتج أن الدالة U‏ تحقق معادلة 
لابلاس أيضاً . 

للتحقق من وجود الشرط (۲) » فإننا فى حاجة لإثبات أنه إذا كانت ۴ متصلة 
عند 6 » فإنه لكل عدد موجب م يوجد عدد موجب ق بحيث 
U(r,8) - F(O)| > © )°(‏ | 
عندما 0O<ro =r <ê.‏ 


من خاصية )٠١(‏ بند )84( » يمكن كتابة المتباينة )0( على الصورة 


<8. Cy) 


1 »2م‎ 
| 37 {, P(rost.o — OLE) - FO) dê 


سنجد من A‏ أن نوسع نطاق تعريف ۴ بحيث تصبح دورية ودورتها 228 وذلك 
حتى تصبح الدالة المكاملة دورية فى ف وها نفس الدورة 
حيث Fol‏ متصلة عند 8 » فإنه يوجد عدد موجب صغير » مناظر للعدد الموجب 
المعطى ء بحيث أن : 
IF) FO <5‏ عدم #>|6م-و| 


دعنا نكتب 
+ 6 
KO = [Plead = LEC) - FO) db,‏ 
O-at2n‏ 1 ’ 
.ف fa P(ro.7,6 — O)[F(b) — F(0)]‏ ص2 Ly)=‏ 
و بالتالى يكن كتابة المتباينة (5) على الصورة 


Vv 
[L@) + LO)| > e. 


۹4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث Poof‏ دالة موجبة القم فبمراعاة خاصية )٠١(‏ بند ٩٩‏ » ينتج أن 
و مو م ( ينتج 
Ota‏ 1 
وه INS = | Peron - IFC) - F(O)|‏ 


€ 2م ام 
fi Pld - 0) db = >‏ 7< 


Ub‏ كانت وم>هم. 

بعد ذلك , 2)٣, - 8( = (00? - PIs ZBL sis‏ ولاحظ فی شکل (VV)‏ أنه 
عندما oS‏ فإن المقدار 2|2 - ء| ياخذ قيمة صغرى مو جبة (7:)0 عندما تتغير السعة 
© للعدد cys‏ »+0 و 2+ »- و . إذا كانت 24 حدا Jel‏ للمقدار [F(#) - FO)|‏ 
لجميع قم 9 :و فإنه: يج إن 


M 2M 
1(0 رو 2> پر 4 کے‎ > 


عندما (8/)4۸1۲()” > م - مء . وبالتالى » إذا اختيرت » لتناظر العدد المعطى ۾ » 
فإنه يمكن تعيين العدد ()” » ویکون ۾ > || + LN]‏ عندما 6 >م- م 

إذا كان 

m(aje 5 


” thr 
متباينة . وبالتا‎ I oy هذه إذن قيمة للعدد 6 حيث متباينة‎ 
حمق‎ | ) gy) تتحقق‎ 


التقرير (5) عددما deb‏ 6 هذه القيمة . 
طبقا للصيغة Ob » )١(‏ قيمة U‏ عند rao‏ تساوى 


1 2r 

al, FO ae. 
. إذن قيمة دالة توافقية عند مركز الدائرة تساوى متوسط القم الحدية على الدائرة‎ 
بمتسلسلات‎ UP الدالتين‎ LE وكتارين سنترك للقارىء فيما يلى مهمة إثبات أنه يمكن‎ 


تحوى الدوال التوافقية البسيطة cos n0» r" sin nd‏ كا يل 


Prong —O=1+25 (Z)'cosme—8) زم عم‎ 


صيغ التكامل من نوع بواسون 55 


U(,0) - 5 ao + 0 | cos nO + b, sin nê) (r < Fob» (4) 


a= f "F(d) cos no dd, b= 2 f FG) sin np dd. (Vs) 


Related Boundary Value Problems مسائل القم الحدية المرتبطة‎ - ١ 


سنترك للقاریء كتارين مهمة ST]‏ تفاصيل براهين النتائج المعطاة فيما يل . 
سنفترض أن الدالة ۴ الممثلة للق الحدية على الدائرة r= ro‏ متصلة قطعة بقطعة افرض 
أن (۴)8- = )6 - ج2)#.بذلك تصبح الصيغة )١(‏ لتكامل بواسون المعطاة ببند ٠٠١‏ هى 


U(r) = ب‎ |” (Pend = 9) - Prar + OFC) do. Q) 


الدالة نا تنعدم على نصفى القطرين الأفقيين 0- =0 , ۸= لدا pss‏ المتوقع 
إذا ما اعتبرنا U‏ على lel‏ درجة حرارة مستقرة . الصجغة )١(‏ تحل إذن مسألة دريشلت 
للمنطقة النصف دائرية .>7 و >0>0 ( شكل (VEN)‏ ) حيث 0-0 على 
القطر 48 و 


lim U(r,0) = F(0) (r <ro, 0<8 <r) 6 


ممم 


لكل قيمة ثابتة 0 تكون عندها ۴ متصلة . 
إذا كانت F(),‏ = )8 - ۴2 فإن 


U(r,8) = x [tore - 0) + Plrowrsd + OIE(O) dd; (") 


و 0= Ur)‏ عندما.ج = 8 أو 0= 0ءالصيغة )1( تعطينا بذلك دالة توافقية فى المنطقة 
النصف دائرية .., > + ”> 0>0 ( شكل )٠١۲(‏ ) وتحقق الشرط (۲) علاوة على 
الشرط أن مشتقتها فى اتجاه العمود تنعدم على القطر AB‏ . 

الدالة التحليلية 2م z=‏ ترسم الدائرة مم-|2| فى المستوى ال ركب 2 فوق 
الدائرة 121-70 ف المستوى المركب 2 ء وترسم أيضا خارجية الدائرة الأولى فوق 
داخلية الدائرة الثانية . بكتابة (0) Z = Rexp (i) z =r exp‏ نلاحظ أن 2/8دم 


vay‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ول — ٠0-2‏ بذلك تحول الدالة التوافقية 00,4 الممثلة 
بالصيغة )١(‏ ببند )٠١٠١(‏ إلى الدالة 


To” 1 م‎ ro? — R? 
E) Pie |: re - 278 cos م)‎ + YY ذم ب‎ (¢ 


وهذه الدالة الأخيرة توافقية فى النطاق 8<70 . والآن فبصفة عامة إذا كانت (0,) 
توافقية Ob‏ الدالة .(0- OSG ur,‏ توافقية كذلك (انظر تمرين )٠١(‏ من هذا 
البند ) . إذن الدالة sho HRW) - UG o/RW - 2n)‏ 


1 2# 
HRW) = — سد‎ f Plo Rd - WF) ف‎ (£) 


حيث .+<8 » تكون Lal‏ توافقية . ولكل قيمة ثابتة / OSS‏ عندها FW)‏ 
متصلة نجد من شرط (؟) بند (V6)‏ » أن 


0 HRY) =F). (R > ro). (*) 


إذن الصيغة (4) تحل مسألة دريشلت للمنطقة الخارجية للدائرة م» -8 فى المستوى 
ال مركب 2 ( شكل )٠١*(‏ ) . ونلاحظ أن قلب بواسون يكون سالبا فى هذه الحالة » 
راغا 


4۹¥ صيغ التكامل من نوع بواسون‎ 
1 2 1 
zz J, Piro Ro = ¥) 44 = -1 (R>  () 


1 1 22 
fim HRW) = 5, f FCO) dd. 0 


4 - استخدم صيغة تكامل بواسون )١(‏ ببند (V9)‏ لاستنتاج الصيغة 


1 1-—x?-y? 


VO) = ~ arctan Trg D-1 (0 S arctan f S 7) 


gh‏ الكهرباء الساكنة داخل الأسطوانة 1 = #بر+ *× إذا كانت ۷=1 على الربع الأول 
© < « ,0< )من السطح الأسطوانى وكانت 7-60 على بقية السطح . لاحظ كذلك 
أن 1-۷ هو حل تمرین (A)‏ بند (AN)‏ . 

1 = 1 معزولة . عندما‎ age أو‎ rs} افرض أن 7 ترمز للحرارة المستقرة فى قرص‎ oN 
. 0> على القرس,.20 >8 > ومن الحافة1 -م و 7-0 على بقية الحافة » حيث 7/2 > م0‎ 
استخدم صيغة تكامل بواسون لإثبات أن‎ 


)0 < arctan 1 ك‎ 7) 


1 (1 —x?—y)yo 
= — arctan — 
T(x,y) =a an GDF ب‎ yo)" yo? 


حيث .0 tan‏ = مر . تحقق من أن الدالة ۲ تحقق الشروط الحدية . 


* - افرض أن 1 دالة الدفع الأحادية أغدودة Finite.Unit Impulse Function‏ الآتية 
+h‏ و8 > 0 <00 1 
(nê — 00) = (hk?‏ 
hk <0 > 2+‏ + م068 و8 > 8 5 0 3 0 
حيث ۸ ثابت موجب و .27 < 00 5 0 لاحظ أن 


.1 = فك )0 — قبل | 
بمساعدة نظرية القيمة المتوسطة للتكاملات › اثبت أن 


lim ) * Perosrsg — Oh — 80) فك‎ = P(ro,F;ê — 8) 
BOQ 


14۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث 0< ۸ہ > مه وبالتالى عندما nS ap‏ إلى الصفر من خلال قم موجبة فإن قلب 
بواسون  8,(‏ 6,,,م)ص يكون هو النباية للدالة التوافقية على داخلية الدائرة م -» والتى 
الحدية تمل بدالة الدفع )00 — 2arl(h,O‏ » 
٤‏ - اثبت أن الصيغة بتمرين (VN)‏ بند (15) التى تعطى مجموع متسلسلة جيوب القام يمكن 
كتابتها على الصورة 


ee ee 
1+ 22) K cos nO = Tay cos OF ف‎ 


حيث 1>« >1- . وهن ثم اثبت أن قلب بواسون يمكن تثيله بالمتسلسلة (A)‏ بند (Va a)‏ . 
ه - اثبت أن المتسلسلة فى الصيغة (A)‏ بند )٠١١(‏ تقاربية تقارب منتظم بالنسبة إلى مم 
احصل من الصيغة )1( ببذا البند على المتسلسلة الممغلة (8) هناك . 
5 - استخدم علاقتى )4( ء )٠١(‏ ببند )٠٠٠١(‏ لايجاد درجات الحرارة المستقرة 720,0 
فى اسطوانة مصمتة 7570 طوطا GEV‏ إذا کان 4089 = 700,4 . اثبت أنه 
لا يوجد سريان للحرارة خلال المستوى 9-90 . 
۷ - احصل على الحالات الخاصة الآتية 
٤‏ 1 
أ Poo, RE— DIF ah,‏ — ولاج PoR$‏ | سد = HRD‏ 
fee‏ 
«ب) HRD) = — = f [Pop +) + Prod - PRG) a}‏ 


لصيغة )£( بند )٠١١(‏ وذلك للدالة التوافقية 51 فى المنطقة غير المحدودة 
,و < #,ج > # > 0الموضحة بشكل (54 4٠١‏ بفرض أن هذه الدالة تحقق الشرط الحدى 
jim A(R) = F@) (R> ro, 0< p< am)‏ 
على نصف الدائرة وأن الدالة : 
(أ) تنعدم على الشعاعين BA‏ و DE‏ 
(ب) تنعدم مشتقتها فى اتجاه العمود على الأشعة BA‏ و DE‏ . 


A B D EX 


(Vet) شکل‎ 


۸ - اعط التفاصيل الكاملة لاستنباط الصيغة ١ ١ ١(دنب )١(‏ )كحل لمسألة دريشلت المذكورة 
هناك للمنطقة الموضحة بشكل )٠١۲١(‏ . 


صيغ التكامل من نوع بواسون ۹۹ 

bet - 4‏ التفاصيل الكاملة لاستنباط الصيغة )1( بند )١١ ١(‏ كحل لمسألة الشروط الحدية 
المذكورة هناك . ٠‏ 

٠‏ - استنبط صيغة (4) ببند )١+1(‏ كحل لمسألة دريشلت للمنطقة الخارجية لدائرة ( شكل 
)٠١“*(‏ ) . لتبين أن (0- ,م توافقية عندما تكون (6,# 0 توافقية 
ارجع إلى الصورة القطبية Dalal‏ لابلاس المعطاة بتمرين )١١(‏ بند (Yn)‏ . 

. صحيحة‎ )٠١١( اذكر لاذا تكون صيغة (5) بند‎ - ١ 

۴ - استبط معادلة (۷) ببند .)١١1(‏ 


Integral Formulas for a Half Plane J su صيغ التكامل لنصف‎ SNe 

افرض أن ۲ دالة ALLE‏ للمتغير 2 جميع نقط نصف المستوى 0 < ع مم1 وبحيث تحقق ۲ 
خاصية الترتيب a‏ 
2*f(z)| > M (Im z 2 0) 0)‏ | 
لعددين ثابتين موجبين 84,6 . لنقطة ثابتة ‏ فى ال جزء الواقع fel‏ احور الحقيقى افرض أن 
Cp‏ هو النصف العلوى من دائرة نصف قطرها © ومركزها نقطة الأصل وموجهة فى 
الاتجاه الموجب » حيث || <۸ ( شكل )٠١5(‏ ) . إذن فطبقا لصيغة تكامل كوشى » 


_1 م‎ fds 1 fat (۲) 
1)2) = < Cr S—z tO 2-غ م‎ 7 
Bs 
-R to R x 
(948) شكل‎ 

أول هذه التكاملات يقترب من الصفر عندما تؤول SER‏ مه وذلك لأن If) > M/R*‏ 
و بالتالى فإن 

1 pe f(t 
JQ =F, ° Pa (Im z > 0). (T) 


وبسبب الشرط )١(‏ » يكون التكامل المعتل اعلاه تقاربيا » والعدد الذى يقترب منه هو 
نفسه قيمة كوشى الأساسية له . ( انظر بند (75) ): .. Meal‏ (5).هى صيغة تكامل 


Yu‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


كوشى لنصف المستوى -Imz>0‏ 

عندما تقع النقطة + فى الجزء الواقع أسفل المحور الحقيقى » ينعدم الطرف AM‏ من 
معادلة (7) » وبالتالى ينعدم التكامل (*) لمثل تلك النقطة . من هذا ينتج أنه عندما تقع 
ع فى الجزء الواقع أعلى احور الحقيقى فإننا نحصل على الصيغة التالية : 
)8( م + )| = هر 


271 2 


حيث 0< 2 من[ ٤ء‏ ثابت اختيارى . 
للحالتين 1- -» ,1 -» تؤول هذه الصيغة على الترتيب إلى : 


ig iat (y> 0), (9) 
هار‎ -1 Ser 9 a (y> 0). 6 


إذا كانت f(z) =ulxy) + oxy)‏ ء فإنه ينتج من صيغتى (5) » )1( أن الدالتين 
التوافقيتين vu‏ يمكن تمثيلهما فى نصف المستوى 0<بربدلالة القم الحدية للدالة س بالصيغتين 


1 م٣‎ 4,0 1/2 4,0 
way - لع‎ pea dt= =f oe dt (y > 0), (Y) 
1 -م‎ i — t)u(t,0) 
u(x, y) = aoa (y > 0). (A) 


الصيغة (۷) تعرف بصيغة تكامل بواسون لنصف المستوى . أو صيغة تكامل 
شفارتز . فى البند التالى سنخففب. من الشروط اللازمة لتحقق صيغتى (۷)و (۸) . 


A Dirichlet Problem for a Half Plane مسألة دريشلت لنصف المستوى‎ - ۴۳ 


افرض أن ۴ دالة حقيقية للمتغير الحقيقى × » محدودة لجميع قم مومتصلة لجميع قم « » 
عدا عند عدد محدود من القفزات المحدودة على الأكثرعندما Hey Be‏ ك |×إحيث € أى 
ثابت موجب » يكون التكامل 
F(t) dt‏ 

ر + (٭× )ہے 
منتظم التقارب بالنسبة للمتغيرين بر ,× » تماماً ‏ هى الحال لتكاملات المشتقات 
الجزئية للدالة المكاملة بالنسبة للمتغيرين «,× . كل من هذه التكاملات هو مجموع لعدد 
محدود من التكاملات المعتلة أو المحددة على فترات تكون Yd‏ الدالة ۴ متصلة » و بالتالى 


Kay) = f 


صيغ التكامل من نوع بواسون res‏ 


3.5.6 الدالة المكاملة لكل تكامل من تكاملات المجموع هى دالة متصلة ف المتغيرات‎ Ob 
وبالتالى » فإن كل مشتقة جزئية للدالة (1),5 تمثل بتكامل المشتقة‎ . pee عندما‎ 
المناظرة للدالة المكاملة طالما 0 <بر.‎ 

سنکتب #/(لق,»ت) ابر = Uley)‏ . إذن لا هى تحويلة تكامل شفارتز للدالة ۴ » 
كا يستتبع من معادلة (۷) . ببند (5١٠)ه‏ 


6 ١ 
ع = )نا‎ oro. © 


مع إغفال المعامل ج/1 › يكون القلب هنا مساويا للقيمة ”|< - /|إنوهذا القلب هو الجرء 
Su ja‏ (2 - 1/4 التى تكون تحليلية بالنسبة للعدد المركب z2‏ عندما 0<ر .من 
هذا ينتج أن القلب دالة توافقية » وبالتالى فإنها gad‏ معادلة لابلاس فى المتغيرين ny‏ 
وحيث أنه يمكن تبديل ترتيب عمليتى التفاضل والتكامل هنا » Ob‏ الدالة )١(‏ تحقق 
تلك المعادلة . وذلك يستتبع أن تكون الدالة U‏ توافقية عندما 0 < ر. 


لاثيات أن 
tim Us) = FO) (y>0) (*)‏ 
لکل عدد ثابت × تكون عنده ۴ متصلة YT‏ 
ونكتب 2/ 
م2 .)0 > U(x) 2 f Fx + tan) dr (y‏ 
إذا كانت 


G(x,y,r) = F(x + y tanr) — F(x) 


وكان » عددا ثابتا موجبا صغيرا » فإن 


2/2 ¢ ٤ ) 
luce) - FO) = Gays) dr = 1O) + 40) + hO) 


3 


حيس 


—s/2+e x/2-a 
LO)=[ Goya, (ارة‎ - ] Gyr) dr, 
—x/2 ~a/ita 
</2 
HO™= f Gyn ar. 

«/2-@ 


إذا كان 84 حدا أعلى للمقدار .|۶9| 2M ob‏ ك |G(x,y,7)|‏ .إذا أعطينا 
عددامو le‏ ة فإننا نختار عدداً © بحيث 6Ma<e‏ ع إذن 


0 8 
2Ma < 3°‏ ك )120 و د > 2Me‏ ك In|‏ 


ret‏ المتغيرات انركة وتطيفات 


سنبين فيما يل أنه يوجد عدد موجب 5 ble‏ للعدد 6 بحيث 


> اهنا طلا O<y<d‏ 


حيث أن ۴ متصلة عند x‏ » فإنه يوجد عدد موجب 7 بحيث 
<y|tanr| > Gixy,)| <=‏ 0 
yitanr|<y Ub IGG) <=‏ 


لاحظ أن القيمة العظمى للمقدار |tanr|‏ عندما تتغير م يينج + 2/ج-- و » -2/ تساوى 
cota.‏ = (ه - 2/») tan‏ . إذن إذا كتبنا alee S=ytana‏ ينتج أن 


LO >-2 <5‏ طلا ق>بر>ه 


بهذا نكون قد أثبتنا أن 
م > 401 + إض)رة] + |2| O<y<d. Ub‏ 


من هذه النتيجة الأخيرة والمعادلة )£( ينتج مباشرة أن الشرط (؟) متحقق . 

من هذا ينتج أن الصيغة )1( تحل مسألة دريشلت لنصف المستوى Y>0‏ 
وذلك بافتراض وجود الشرط الحدى (۲) . من الواضح من الصورة )1( للصيغة )١(‏ 
أن 34 ك |(ر×) 1| فى نصف المستوى حيث 86 حد أعلى للمقدار |۴۵| » أى أن U‏ 
محدودة . body‏ أن م#7-(,»)ن عندما ۴= 50م حيث Fo‏ مقدار 
ثابت . 


طبقا للصيغة (8) بالبند السابق فإن الدالة 


&—)FO 


View =f" a are (y > 0) (°) 


»> تحت شروط معينة على الدالة ۴ » تكون مرافقا توافقيا للدالة U‏ المعطاة بالصيغة )١(‏ . 
وفى الحقيقة ob‏ الصيغة )0( تعطى مرافقا توافقيا للدالة ا إذا كانت 5 متصلة عند 
جنيع النقط . وذلك فيما عدا عند عدد محدود من القفزات المحدودة على الأكار › 
وإذا كانت ۴ تحقق خاصية AFR) > Mad g‏ | حيث 0<« . وذلك لأنه تحت تأثير 
هذه الشروط نجد أن u,v‏ تحققان معادلتى كوشى  Oley‏ عندما 0< ر . 

وسنترك كتارين الحالات الخاصة من الصيغة )١(‏ عندما تکون ۴ دالة فردية أو 


زوجية . 


صيغ التكامل من نوع بواسون rer‏ 
4 - مسألة Olt‏ للقرض A Neumann Problem for a Disk‏ 
كا فى بند )44( وشكل ١(‏ +1( » سنكتب ro exp (ip)‏ = 3 ,(10) وه =r‏ 2 حيث 70 > ۲ 
عندما تكون s‏ ثابتة فإن الدالة 


Oror.¢ - 0) = —2ro Log |s - 2| © QQ) 
= ro Log [ro — 2ror cos (¢ - 0) + [2م‎ 


تكون توافقية لجميع نقط داخلية الدائرة ,= || وذلك لكونها الجزء الحقيقى للدالة 
|s - 2|‏ ع10 2۶-حیث الفرع القاطع للدالة log (2-s)‏ شعاع خارج من النقطة و . وإذا 
كان » علاوة على ذلك » r#0‏ و فإن 


_ to 02 — 2rgr cos (¢ — 8) (1) 
Qorê — 0) = “roa — ror cos (GB) + FF 


[P(ro,7.6 — 8) — 1]‏ 4 = 
حيث CP‏ بواسون المعرف بالمعادلة (۷) ببند (4۹) . 
هذه الملاحظات ترجح أنه يمكن استخدام الدالة © لكتابة تمثيل تكاملى لدالة توافقية 
لا int‏ مشتقتها ,لا فى اتجاه العمود للدائرة ۴= قيما مفروضة (6)0 ٠‏ 
إذا كانت © متصلة قطعة بقطعة وكان ولا ثابتا اختياريا فإن الدالة 
UC.) = f OArord - GS) dê + Uo (<r) 5‏ 
0“ 7 


تكون توافقية وذلك لأن الدالة المكاملة توافقية فى المتغيرين و م . إذا كانت القيمة 
المتو سطة للدالة G‏ على الدائرة تساوى الصفر ‘ 
ad do =0, 05)‏ | 
إذن » lab‏ لمعادلة (۲) , 
U0.) = f ® {P(r - 0) - 116(0) dê‏ 


or 


ro 1 


2x 
a f Plo. — 0)G(9) db. _ 
: نجد أن‎ )٠٠١( بند‎ )۲( » )١( والآن فمن معادلتى‎ 
im f Pond - 0(6)4( dg = G(6) (r <r). 


2 


= وعدم 


2 المتغيرات المركبة وتطبيقات 

oat 

lim U,(r,6) = G(6) (r <r) (°) 
وعدم‎ 


لكل قيمة من قم 0 تكون عندها 6 متصلة . 

رع r= ap ee‏ » فإنه ينتج من معادلتى )1( » )٤(‏ أن ونا 
هى قيمة U‏ عند مركز الدائرة 

Lis‏ تكون 6 متصلة قطعة بقطعة و تحقق معادلة )٤(‏ » فإن الصيغة 


U(r,8) = - لك‎ [Los (ro? — 2ror cos (¢ - 0) + r?]G(4) db + Uy 30 


حيث ۲>۲ 2 تحل مسألة نويمان للمنطقة الداخلية للدائرة م,-ء»حيث GO‏ 
هى المشتقة فى اتجاه العمود للدالة التوافقية ‏ 6,8 على الحدود بمفهوم شرط 
(0). 
القم رمن يكن أن تمثل درجات حرارة مستقرة فى قرص و7 >7 أوجهه 
معزولة ٠.‏ فى هذه الحالة ينص الشرط (ه) على أن الفيض الحرارى فى القرص خلال 
حافته يتناسب مع ()6 . شرط (4) هو الشرط الفيزياق الطبيعى المطلوب ليكون 
إجمالى المعدل الكلى لسريان الحرارة مساويا للصفر وذلك OV‏ درجات .الحرارة لا تتغير 
مع الزمن . 
ومن الممكن كتابة صيغة مناظرة لدالة توافقية 84 فى النطاق الخارجى للدائرة r=ro‏ 
بدلالة © .على الصورة 
Ho (Y)‏ + فك Oro.R - WG(b)‏ 1 ع = H(RyW)‏ 
حيث مم < HR‏ ثابت . وكا سبق » سنفترض أن © متصلة قطعة قطعة وبأن 
dp =0, (A)‏ )9 و[ 


Ho = lim HRY) 


0 HAR) = GY) (R> ro) (4) 


لكل ل تكون عندها © متصلة . 
iol‏ من صحة صيغة (V)‏ وكذلك دراسة حالات خاصة من صيغة (”7) التى 


صيغ التكامل من نوع بواسون Yeo‏ 


يكن تطبيقها للمناطق الدائرية سنتركه للقارىء كتارين . 


ه٠٠‏ - مسألة ole‏ لنصف المستوى A Neumann Problem for a Half Plane‏ 
افرض أن Gia‏ دالة متصلة لجميع قم » » فيما عدا لعدد محدود من القفزات المحدودة 
على الأكثر ‘ وافرض كذلك أنها pe‏ خاصية ترتيب 

|*G(x)| > M )- مه‎ > × > 0( 200 

حيث 1< 4. لكل عدد حقيقى ثابت ١‏ تكون الدالة |۲-|عم1 توافقية فى نصف 

المستوى Imz>0‏ . وبالتالى » ob‏ الدالة 


5 مم1 
U) == Log |z — t|G() dt + Uo Crs)‏ 


0 1 
,)>( ونا + dt‏ )9716+ “د - „LB‏ _| جد = 


حيث 0 < رومع ثابت حقيقى » تكون توافقية فى نفس نصف المستوى . 
لقد كتبنا صيغة (؟) اخذين فى الاعتبار صيغة شفارتز )١(‏ ببند (Ve)‏ وذلك 


لأن صيغة (؟) تعطى 
31 0 
Ge ١ 0‏ 4چ 1- u‏ 
من معادلتى )١(‏ . (۲) ببند OT)‏ ينتج أن 
lim U,(x,y) = G(x) (y> 0) cs)‏ 
yoo‏ 


عند كل نقطة x‏ تكون عندها 6 متصلة . 

من هذا نرى أن صيغة التكامل (؟) تحل مسألة نويمان لنصف المستوى 0< ر 
مع افتراض وجود الشرط الحدى (5) . ولكن يجب ملاحظة أننا لم تضع شروطا كافية 
على © لضمان أن تكون الدالة التوافقية U‏ محدودة عندما يزداد |2| 

عندما تكون 6 دالة فردية » يمكن كتابة صيغة (؟) على الصورة 


ترب 2 


U(x) = xf Le 8 rg OD dt (>0, y > 0). (°) 


وهذه تمثل دالة توافقية فى الربع الأول. 0 < بر,ه < × » علاوة على أنها تحقق الشروط 
الحدية 


re‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


U(@,y) =0 (y>0), a>) 
um U,(x,y) = G(x) (x>0,y > 0). (Y) 


يمكن وصف قلوب جميع صيغ التكامل للدوال التوافقية التى عرضنا ها فى هذا الباب 
بدلالة دالة حقيقية وحيدة للمتغيرات المركبة + ددع أ إط wan‏ ۾ 


K(z,w) = Log |z — w| (z #w). (A) 
للجهد اللوغاريتمى فى المستوى‎ Green’s Function وهذه الدالة الأخيرة هی دالة جرين‎ 


المركب 2 . وهى دالة متاثلة › os‏ أن K(z,w). = K(w,z)‏ . صور القلوب الى 
استخدمت فيما سبق بدلالة × ومشتقاتها ستعطى فى القارين . 


تمارين 
١‏ - استنتج الحالة الخاصة الآتية من صيغة )١(‏ بند )٠١۳(‏ : 


Uy) => 3 1 


1 
ر + ةو »)| ولع‎ +a? zal me 


حييث 0 < بر,0 < «كلدالة محدودة U‏ وتوافقية فى الربع الأول من المستوى و تحقق الشروط 


الحدية 
,(0 < مو 0ع U@,y)‏ 
lim U(x,y) = F@) (x >0,x# x,y >0),‏ 


حیث ۴ محدودة لجميع قم × الموجبة ومتصلة Qoob‏ قم x‏ الموجبة عداعند عدد محدود 
على الأكثر من القفزات الحدودة عند النقط رد ( ,... ,2 ,2-1) 
۲ - استنتج BU‏ الخاصة الآتية من صيغة )١(‏ بد )٠١١(‏ : 
ا و لا ا 
uem= > f [at g]04 (x>0,y >0)‏ 
وذلك لدالة محدودة U‏ توافقية فى الربع الأول من المستوى وتحقق الشروط الحدية : 


U0,ر) 0ح‎ @>0), 
lim Uy) = F(x) (x >0,x# x,y >0), 


حيث ۴ محدودة لجميع قم × الموجبة ومتصلة لنفس القم عدا ربما لعدد محدود من 


صيغ التكامل من توع بواسون rev‏ 


القفزات عند عدد محدود على الأكثر من النقط xy‏ ع ع : G=1,2,...,m).‏ . 
ابدل محورى yx‏ مكان الآخر بيند )٠١*(‏ بحيث يكون 


1 عم‎ xF(t) 
دوي‎ Gye 


هو حل TLL‏ دريشلت لنصف المستوى 0< ×.اكتب 


(x > 0) 


lim U 1 (x>0,-l<y<1)} 
zee w= (4 (x >0, [y]>1) 


٣ استنتج الصيغ التالية للدالة ومرافقتها التوافقية‎ é 


1 x?+(yt+ 1)? 
Mon = بر‎ 8 BT 1 
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Oe‏ .2ج ك ؛ سمدمة 5 2/- ١‏ كذلك اثبت أن 
iU(x,y)] = Log (z + i) — Log (z2 - i),‏ + (ترع)/1]م 


حيث py‏ + ردج . 


افرض أن (7),3 تمثل درجات الحرارة المستقرة المقيدة فى صفيحة 0< ر x<0‏ ذات 


Le أوجه معرولة‎ 
lim Tey) = Fı) 9 jim T(x,y) = Fay) 
وهنا ۴,۴2 دالتان محدودتان‎ . CCV) شکل‎ ) (x >0,y < 0( حيث‎ 


ومتصلتان فيا عدا عند عدد محدود على الأكثر من القفزات المحدودة . اكتب 
=z‏ لآ +× واثبت باستخدام العلاقة فى تمرين ر أن 


T(x,y) = Ti(x,y) + T2lx,y) (x >0, y > 0) 


۳۸ المنغيرات المركبة وتطبيقات 


فلا کے 
rear ona‏ لم | >= Te)‏ 


xp? 1 1‏ 
Ti(x,y) = 7 (aoa = wer dt.‏ 
ه - استنتج صيغة (۷) ببند (4 )٠١‏ كحل لمسألة نويمان للمنطقة الخارجية لدائرة مستخدما 
فى ذلك النتائج السابق الحصول عليها فى هذا البند . 
eee - 5‏ الحالة الخاصة الآتية من صيغة (۳) :)١١ 5( dig‏ 


1 


Ute.) = ل‎ | Oar = 8 - Orornd + OIG) ap 
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لدالة U‏ توافقية فى المنطقة النصف دائرية.ج >8 >0 ,.م > م والتى تحقق الشروط الحدية 


U(r,0) = U(r,r) =0 (r< ro) 
3 
lim U,{r,8) = G{8) (r<10,0< 0< 5 


لكل 6 تكون عندها G‏ متصلة » وبفرض أن 
.0= هه fo)‏ 
۸ - افرض أن ps Tay‏ لدرجات الحرارة المستقرة فى صفيحة ,0 < ر ,0 < × 
وجهاها معزولان و٥۲‏ على الحافة =٥‏ ×.الفيض الحرارى عبر الصفيحة على امتداد 
القطعة المستقيمة O<x<1‏ من الحافة 3-0 يساوى مقدارا ثابتا 2١ A‏ وبقية 
تلك الحافة معزولة . استخدم صيغة )0( ببند )٠١8(‏ لإثبات أن الفيض الحرارى إلى 
خارج الصفيحة على امتداد الحافة X=0‏ يساوى 
“tot (1+3).‏ 
2 5 
٩‏ - ائبت أن قلب بواسون يعطى بالمعادلة 


eK 
Perrê - 0= م2‎ a, 1. 


حيث K=K(z,w)‏ ھی دالة جرين التالية 


صيغ التكامل من نوع بواسون red‏ 


K(z,w) = Log |z— w| = 4 Log [p? — 2pr cos (¢ — 0) + ,[2م‎ 


w= pexp (id), z7 = r exp (0) حيث‎ 


اثبت أن القلب المستخدم فى تحويلة تكامل شفارتز ببند )٠١۳(‏ يمكن كتابته على الصورة 


ا 
lu—z|* ay Juno av Jeno‏ 


حيث × هی دالة جرين : 
,]7)» — مر + 02 — w| = + Log [(x‏ — ع | K(z,w) = Log‏ 


Ce‏ رن + ير جع wautin,‏ > ومع اعتبار K‏ دالة فى المتغيرات الحقيقية الأربعة 


2X, Jy MV: 


إفاضة فى نظرية الدوال 
Further Theory of Functions‏ 


لقد قمنا فى الأبواب السابقة باستبعاد الكثير من المباحث - فى نظرية الدوال - التى 
لم تكن أساسية لاتصال تسلسل العرض فى حينه . ومع هذا فإن عددا لا بأس به من 
هذه المباحث لابد وأن يحتل مكانا ما فى أى مقرر تمهيدى وذلك يسبب أمهميتها العامة 
وسنقوم بإدراج هذه المباحث فى هذا الباب . 


Analytic Continuation إمتداد تليل‎ 0 


سنستعرض Vl‏ كيف أن سلوك دالة توافقية فى نطاق ما يتعين LEE‏ بسل و كها فى فقة 
أصغر محتواة فى هذا النطاق . بعد ذلك سنطرق مسألة مد نطاق تعريف دالة تحليلية . 


5 - الشروط التى فى ظلها يكون 0= )ر 
Conditions under which f(z) > 0‏ 
فى بند city‏ أثبتنا أن أصفار أى دالة تحليلية تكون معزولة إلا إذا انعدمت الدالة 
تطابقيا . أى أنه » عندما OSG‏ دالة ۴ تحليلية عند نقطة ما م2 » فإنه يوجد جوار 
© > إمة - 2| بحيث تكون 0-(2ر على هذا الجوار بأكمله أو أن لا يكون للدالة ۴ 
أصفار فى هذا الجوار فيما عدا ربما عند النقطة م نفسها . 
افرض الآن أن مه نقطة تراك فة لا نهائية وأن 12-٠‏ عند كل نقطة 2 تنتمى هذه 
الفئة . إذن كل جوار للنقطة م2 يحوى صفرًا من أصفار ۴ مختلف عن النقطة م2 نفسها » 
وإذا كانت ۴ تحليلية عند م2 ء فلابد oly‏ يوجد جوار ما للنقطة م2 بحيث 2-0 
عند كل نقطة ع من نقط الجوار . at‏ المعاملات (مع) FZ) yf‏ حيث... ,3 ,2 ,1 عدون 
فى مفكوك تايلور للدالة ()؛ حول ىه تكون بالتالى مساوية للصفر . وبالتالى إذا كانت 


rw‏ المتغيرات الركبة وتطبيقات 


الدالة م تحليلية على داخلية دائرة ما وء = إمد - 2[ » فإنه ينتج أن 0=( ف القرص 
المفتوح -|z- 2ol > Fo‏ 

وعلى سبيل الخصوص › إذا كانت 620-٠0‏ عند كل نقطة ع فى نطاق ما يحوى “Zo‏ 
أو عند كل نقطة من نقاط قوس يحوى ص2 ء وإذا كانت ۴ تحليلية فى قرص مفتوح 
٥‏ > |0 - 2! فإن (): تنعدم تطابقيا على هذا القرص المفتوح . 

سنقدم الآن النتيجة الأساسية هذا البند . 

نظرية : إذا كانت م دالة تحليلية على نطاق D‏ وكانت :2-٠‏ عند كل نقطة 2 من 
نقاط نطاق أو قوس يقع داخل D‏ » فإن ه-2) عند كل نقطة من نقاط ٥‏ . 

سنبرهن هذه النظرية أولا فى حالة ما إذا كانت =٥‏ ()۴ عند كل نقطة 2 من نقاط 
نطاق Dy‏ يقع داخل D‏ . افرض أن مه أى نقطة من نقاط Dy‏ وإفرض أن Glo‏ نقطة 
تنتمى للنطاق D‏ ولا تنتمى للنطاق Dy‏ . حيث of‏ النطاق يكون دائماً مترايط ¢ فإنه 
يوجد مسار مضلعى € » يتكون من عدد محدود من القطع المستقيمة المتصلة نهاية 
بنهاية » ويقع بأكمله فى النطاق 8 ويصل النقطة مو بالنقطة » ( شكل )٠١7(‏ ) . 

الآن الدالة التحليلية 6 لها مفكوك على صورة متسلسلة تايلور حول كل نقطة ۽ من 
نقاط © » ونصف قطر دائرة التقارب يكون عددا موجبا ما )8 . ومع هذا » سنتفق 
على أن نكتب 1 - ()۸ حينا يكون نصف القطر هذا أكبر من الواحد » أى أن 
Rs) > 1‏ > 0. بالطبع قد تمتد دائرة ما led [z—s|=R(s)‏ وراء 0 . 


شکل ( ۱۰۷ ) 


من أجل برهان ما نبغيه سنكون فى حاجة إلى حقيقة أن © دالة متصلة sd‏ 

للوصول لتلك الحقيقة » إفرض أن ols‏ نقطة من نقاط © وأفرض أن stds‏ نقطة ما 
على © قريبة قربا كافيا من ه بحیٹ [A] > RG)‏ . من هذا ينتج أن ۴ تكون تحليلية فى 
القرص المفتوح 


۹۳ إفاضة فى نظرية الدوال‎ 
|z - (s + As)| < R(s) — |As| 


ol‏ مركزه النقطة sts‏ ( شكل (۱۰۸) ) . ولكن قد تكون + تحليلية فى 
الحقيقة فى قرص مفتوح أكبر مركزه عند مد+ى إذن R(s + As) < 86 - |As|‏ أو 
—[R(s + As) - R(s)] 5 [As ()‏ 

إذا كان )5 ك As)‏ + )5 » فإنه يمكن HLS‏ المتباينة )١(‏ على الصورة 
R(s + As) — R(s)| < |As|. (0‏ | 
من ناحية أخرى » إفرض أن Ro)‏ < (مه + )۾ . لاحظ أنه إذا كانت z‏ نقطة واقعة فى 
القرص المفتوح 
nen)‏ 
فإن 


|z—s|< R(s + As) - [As], 


| - ) + As)] = |2 —s| + |As| > R(s + As). 


شکل ( ۱۰۸ ) 


الدالة ۴ تكون إذن تحليلية عند وذلك OV‏ هذه النقطة تقع داخل دائرة التقارب حول 
مه +ء .وبالتالى » Ob‏ القرص المفتوح (۳) يكون محتوى ف القرص المفتوح 
RO)‏ > ]5 - | أى أن » ()۸ > ٠ ۸) + As) - [As]‏ ومرة أخرى تتحقق المتباينة (؟) . 


باستخدام المتباينة )1( » نرى أن As) - ROL‏ + )| يكون أقل من أى.عدد موجب ۾ 
عندما يكون [as]‏ أقل من كل من ه و RO)‏ أى أن : 
jim R(s + As) = RG)‏ 
وبهذا يكون قد اكتمل اثبات أن ۸ متصلة عند و . 
عند إعطاء تمثيل بارامترى 20 - 2 a St Sb,‏ » للكفاف C‏ فإنه يمكن اعتبار 
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WIR‏ ذات قم حقيقية [()<]۸ لمتغير حقيقى وأنها OS‏ متصلة وموجبة على فترة مغلقة 
محدودة . من هذا ينتج أن الدالة ۴ يكون ها إذن قيمة ضغرى موجبة م۸ . إذن الدالة 6 
تكون تحليلية فى القرص المفتوح ,۸ > ]50 2| »الذى سنرمز له بالرمز Bo‏ .حيث أن 0 =(؟ 
عند كل نقطة فى النطاق Dy‏ الذى يحوى موء فإنه ينتج أن t@)=0‏ عند كل نقطة z‏ 
فى القرص المفتوح م4 . وهذا ينتج من الملاحظات التى ذكرناها سابقة لمنطوق النظرية . 

إفرض أن 6 > وك ,... ووى ورى ,50 متتابعة من نقط © بحيث 

}Ro S ls, - s;-,| < Ro G=1,2,..., 7). 

کا هو موضح بشكل )1( » يوجد حول كل نقطة زه قرص مفتوح ر4 نصف قطره 
م۴ تكون 6 تحليلية عليه . حيث أن المركز ,ك للقرص المفتوح A,‏ يقع فى النطاق 

مه الذى تكون )2( مساوية للصفر عليه » فإنه ينتج أن =۴ على wa,‏ بالمخل » 
يقع مركز القرص المفتوح A,‏ فى النطاق A‏ ۰ وبالتالى فإن ه-©» على ر4 . 
بالاستمرار على هذا المنوال » فإننا سنصل حتا إلى .4 ونجد أن .0- flop‏ .بهذا يكتمل 
ov,‏ النظرية فى الحالة التى يكون فيها 62-0 عند كل tht‏ من نقاط نطاق 

. 0 Abd! محتوى فى داخلية‎ Dy 

افرض OVI‏ أن f@)=0‏ على امتداد قوس ف 0 . إذن يوجد قرص مفتوح » أو نطاق » 
محتوى فى داخلية D‏ حول أى نقطة على القوس » وبراعاة الملاحظات التى ذكرناها سابقة 
لمنطوق النظرية . نجد بسهولة أن 62-0 على هذا القرص المفتوح . إذن » نتيجة WoW‏ 
التى أكملنا برهانها فى التو » يمكننا أن نستخلص أن t@=0‏ عند كل نقطة من نقاط 8 . 


۷ - ثبات الصيغ للمتطابقات الدالية 
Permanence of Forms of Functional Identities‏ 

افرض gf of‏ دالتان تحليليتان فى نفس النطاق Oy D‏ )م -(1 عند كل نقطة ± من 
نقاط نطاق أو قوس محتوى فى 2 . الدالة ط المعرفة على lel‏ (2)ع )£2 -0)ط تكون أيضاً 
تحليلية فى © » کا أن 0= ()۸ على النطاق Gt‏ أو على امتداد القوس . إذن 6 -2)« على 
النطاق 8 بأكمله » أى أن ©)ع-2: على النطاق D‏ بأكمله . بهذا نكون قد أثبتنا 
النتيجة التالية . 

نظرية ١‏ : الدالة التى OSG‏ تحليلية فى نطاق D‏ تعين بصورة وحيدة على D‏ بواسطة 
قيمها على نطاق gle‏ على امتداد قوس › محتوى فى داخلية 0 . 

كمثال توضيحى » الدالة عم هى الدالة الوحيدة الشاملة التى يمكن of‏ تأخذ القم حم 
على امتداد قطعة من المحور الحقيقى . علاوة على ذلك » فحيث أن *”ء تكون شاملة 


إفاضة فى نظرية الدوال ولع 


وان 1-*-ءم طلما كان × عدد حقيقى » فإن الدالة 
ee *—1‏ 
تكون شاملة وتأخذ قيما صفرية على امتداد احور الحقيقى بأكمله . وبالتالى فإن 
ee *”—1 =0‏ 
عند جميع النقط » وتتحقق المتطابقة oF = Met‏ لکل عدد مركب 2 . 
ثبات الصيغ هذا لمتطابقات أخرى بين الدوال » عند انتقالنا من متغير حقيقى إلى متغير 
مركب » يمكن أن يرهن بإتباع نفس الأسلوب . سنقصر اهتامنا فى النظرية التالية على 
الفصل امام من المتطابقات التى تحوى فقط كثيرات حدود فى الدوال 
نظرية ۲ : إفرض أن (ر«,...,رس,رس)م كثيرة حدود فى « من المتخيرات 6M‏ 
وافرض أن «.... ,2 ,1-ن ر/ دوال تخليلية للمتغير ‏ فى نطاق D‏ يحوى id‏ 
ما «>«×>» من محور السينات . إذا كانت الدوال ر تحقق المتطابقة 


S(2)] = 0, 0)‏ .. .() ,00 رام 
على تلك الفترة ‘ فإن 
55 0 - [(عيل. PLS).‏ 
على النطاق D‏ بأكمله 


الطرف الأيسر من معادلة (؟) يشل دالة تحليلية للمتغير 2 فى النطاق المعطى » وهو 
يساوى صفر على امتداد قوس فى هذا النطاق » وذلك طبقا للمتطابقة )1( إذن المتطابقة 
)1( تتحقق على النطاق abst‏ 5 
ares‏ هذه النظرية ¢ دعنا نعتبر كثية الحدود) ‏ رس + ,س = (رسدررسم والدالتين الشاملتين 
f,(z) = sin 2‏ و e-frlz) = cos z‏ احور الحقيقى) = 1 — PUA (x), fa(x)] = sin? x + cos? x‏ 
إذن » 0= 1 سج توم + PUA =sin?z‏ أو 1= 2 sin? z + cos?‏ على المستوى 
المكب 2 بأكمله 
- و حدانية الامتداد التحليل Uniqueness of Analytic Continuation‏ 

تقاطع Intersection‏ نطاقين ,2 و Dz‏ هو النطاق DoD,‏ المكون من ججميع 
النقط المشتركة بين كل من ,2 وو2. إذا وجدت نقط مشتركة بين النطاقين » فإن 
Dz Union std‏ ب ,2 يتكون من جميع النقط التى تنتمى إلى Dy‏ أو 22 » ويكون 
وه يرط نطاقا أيضا. 

إذا كان لدينا نطاقين Dy‏ و 22 بينهما نقط مشتركة ( شكل (WA)‏ ) ودالة fy‏ تحايلية 
فی رط » فإنه قد يوجد دالة ر تحليلية فى 22 بحيث Zaye‏ لكل نقطة من نقط 


۳ “0 المتغيرات AS‏ وتطبيقات 
التقاطع ,«ہ,« . إذا تحقق ذلك فإننا نسمى ty‏ الامتداد التحليل 

. للدالة ,۴ إلى النطاق ر2‎ The analytic continuation 
إذا ما تحقق وجود هذا الامتداد التحليل ۴2 » فإنه يكون وحيدا » وذلك حسب‎ 
SAME نظرية (1) من البند السابق » وذلك لعدم إمكانية تحقق وجود أكثر من دالة‎ 
وتقع فى‎ Dad, تأحذ أيضاً القيمة )51 عند كل نقطة 2 تنتمى للنطاق‎ D2 
Dz من النطاق‎ fy للدالة‎ ty LIA بالرغم من ذلك » إذا كان هناك امتداد‎ . Dy داخلية‎ 
فليس من الضرورى أن‎ (V8) کا هو موضح بشكل‎ ٥1 يتقاطع مع‎ Dy “إلى نطاق‎ 
صحيحا لكل تنتمى للنطاق ,د م يل . ف البند التالى سنوضح‎ AD -/,)2( 05% 
قد تؤدى إلى‎ Dy حقيقة أن هذه السلسلة من الامتدادات التحليلية لدالة معطاة من نطاق‎ 
. Dy الحصول على دالة مختلفة معرفة على‎ 


a 
’ 


إذا كان رع الامتداد التحليل للدالة ,۴ من نطاق Dy‏ إلى نطاق Dy‏ » فإن الدالة F‏ 
المعرفة كالتالى : 

f(2) و‎ ze Dy 

Sz) 3 ze يه‎ 

تكون تحليلية فى نطاق الاتحاد وه ں ,ص . الدالة ۴ هى الامتداد التحليل إلى 22 ب يم 

لأى من الدالتين fy‏ أو dye fe‏ هذه الحالة يقال أن ور و ور Elements pole‏ للدالة ۴ . 


F(z) = 


8 - أمثلة 
دعنا نعتبر أولا الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة 
ك4 f= Dz.‏ 


متسلسلة القوى المعطاة هنا تكون تقاربية إذا » وفقط إذا» كان 2|>1| . هذه 
المتسلسلة هى مفكوك ماكلورين للدالة yz)‏ . إذن 

+ = هر 

mt x 


إفاضة فى نظرية الدوال ۱۷ 


. |2|<1 ليست معرفة عندما‎ fy كان 1> إع| » الدالة‎ Ub 
الآن » الدالة‎ 
1 
122) = حسم‎ (2# 1( (‘) 


معرفة وتحليلية عند جميع النقط فيما عدا عند النقطة 2-1 حيث أن (2)ر؟ =2)ر؟ 
داخل الدائرة 1= jz}‏ » فإن الدالة fy‏ تكون الامتداد التحليل للدالة fy‏ إلى النطاق 
المكون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطة 2-1 . وهى الامتداد التحليل 
الوحيد امحتمل للدالة ty‏ إلى هذا النطاق » وذلك حسب النتائج التى توصلنا إلهها فى البند 
السابق . فى هذا المثال ty‏ تكون أيضا عنصرا للدالة ر٤‏ . 
من المفيد أن نلاحظ أنه إذا بدأنا بمعلومية أن متسلسلة القوى 

ولام 
تقاربية وأنها تمثل دالة تحليلية للمتغير 2 عندما1 > |2|وأن مجموعها يساوى(× - 1/)1عندما 
22 فإنه يمكننا استنتاج أن txt‏ هذه المتسلسلة هو (1/1-2 طلا 
كان 1> || . هذا ينتج من حقيقة أن الدالة (2- 1/1 هى الدالة التحليلية على داخلية 
الدائرة 1= |2| التى تاحذ القم (-1/1 على امتداد القطعة المستقيمة من محور 
السينات الواقعة داخل الدائرة . 


كمثال توضيحى آخر للامتداد التحليل » اعتبر الدالة 


9(z) = ie e * dt (Y) 
0 
إجراء التكامل مباشرة يكشف النقاب عن أن التكامل (”) يتحقق فقط عندما‎ 
وآن‎ Re z>0 
(8) 


ادو 

نطاق التعريف Rez>0‏ رمز له بالرمز و0 فى شكل V+)‏ الدالة gy‏ تحليلية هناك . 
افرض أن رع معرفة بدلالة متسلسلة هندسية بالمعادلة 

2-9 ا‎ jizti] <1 (°) 


i 
» ) 2= 4 داخل دائرة تقارب هذه المتسلسلة ( أى دائرة الوحدة التى مركزها النقطة‎ 
تكون المتسلسلة تقاربية . إذن‎ 
1 
نف‎ 


5 1 
=e Tz 
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عندما تنتمى z‏ للنطاق 1>|+2| » الذى رمزنا له بالرمز 02 . من الواضح أن 


(2)و = )92(2 لكل 2 تنتمى للتقاطع يه مره » أن دچ ھی الامتداد التحليل للدالة 
1ع إلى النطاق Dz‏ . 


شکل ( ۱۰ ) 


الدالة 6)2(=1/2 »حيث z0‏ »هى الامتداد التحليل لكل من رعرع إلى 
النطاقو« المكون من جميع نقط المستوى الم ركب عدا نقطة الأصل . وبالتالى تكون 
الدالتين وهروع عناصر للدالة © . 
أخيرا > اعتبر الفرع التالى or 20 MAW‏ 
.> > 0,0>86<مو exp‏ عل = hı)‏ 
الامتداد التحليل ر۸ عبر الجزء السالب من احور الحقيقى إلى النصف السفلى للمستوى 
هو 


i0 
hy{z) = Jr exp > „>0, 3 <0 > 2+ 


الامتداد التحليلى ۸ للدالة عبر الجزء الموجب من احور الحقيقى إلى الربع الأول من 
المستوى هو : 
exp » r>Ojn<0<> :‏ عل = هادا 

لاحظ أن (2):/ # bs)‏ فى الربع الأول من المستوى » وفى الحقيقة فإن —Ay(z)‏ = (2)دم 
هناك . 
۰ — مبدأ الانعكاس The Principle of Reflection‏ 

فى الباب الثالث وجدنا أن بعض الدوال البسيطة 5 ها الخاصية easly @ =f@‏ 
الآخر منها ليس له هذه الخاصية . كأمثلة للدوال التى لها هذه الخاصية » يمكننا أن نذكر 
الدوال 


إفاضة فى نظرية الدوال فلم 


وذلك لأنه عند إحلال 2 بمرافقها المركب » نجد أن قيمة كل من هذه الدوال تتغير إلى 
المرافق المركب للقيمة الأصلية . من ناحية أخرى » الدوال 
 (1+Dsinz‏ كم iz, 2+i‏ 

لا Gad‏ خاصية أن صورة 2 بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى تناظر صورة fz)‏ 
بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى . 

النظرية التالية » والتى تعرف باسم مبداً الانعكاس Reflection principle‏ › تفسر 
هذه المشاهدات . 

نظرية : افرض أن ؛ دالة تحليلية فى نطاق ما « يحوى قطعة من محور السينات وأنها 
متائلة بالدسبة لحور السينات . إذا كانت fey‏ حقيقية لكل نقطة x‏ من نقط تلك 
القطعة » فإن 


)0 (2-72)/ 
لكل نقطة 2 تنتمى للنطاق « . وبالعكس » إذا تحقق الشرط )١(‏ فإن toy‏ تكون 

المعادلة )1( تمثل نفس الشرط على ۴ المعطى بالمعادلة 

FE) =f, زفق‎ 


حیث fR=uxy)t+ilny)‏ و 


F@ = ulx,—y) — iofx,~y). (™ 


عندما gine‏ الشرط (7) عند نقطة على احور الحقيقى » فإن 
S(%) = u(%,0) + iv(x,0) = u(x,0) — in(x,0);‏ 
وبالتالى Ob‏ 0= )04,0 . وتكون £09 حقيقية . وبالتالى فإن التقرير العكسى فى النظرية 
يكون صحيحا . 
oy‏ صحة التقرير المباشر فى النظرية » سنبين أولا أن الدالة (70 تحليلية على 
النطاق D‏ . من أجل ذلك سنكتب 
V(xy),‏ + (نزمم)نة = (2)/ = F2)‏ 
إذن » طبقا لمعادلة .2 
)8( مه - = U(x) = u(r), Vey)‏ 


rex‏ و ر ٤=‏ حيث ان t+ it)‏ دالة تحليلية فى 16 +ع » فإنه ينتج أن الدالتين 
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9ه و let)‏ » وكذلك مشتقاتهما الجزئية » تكون متصلة على النطاق D‏ » م أن 
معادلتى كوشى - ريمان 


uy = Uy u= - 0, 


تكون متحققة على نفس النطاق . الآن » من معادلتى )£( › نجد أن 


4 
Py = ~0, qy =‏ وملا = Ug‏ 
وبالتالى ob‏ رن - ين . بالمثل يمكننا إثبات أن 
U, = -V,.‏ 
هذه المشتقات الجزئية للدالتين VLU‏ جميعها متصلة » وبالتالى تكون الدالة ۴ تحليلية على 


النطاق ٥‏ . 
حيث أن (»)۴ حقيقية » فإن 0= (x0)‏ .إذن 
F(x) = U(x,0) + iV(x,0) = u(x,0);‏ 
أى أن » 5 = 560 عندما تقع النقطة 2 على القطعة من محور السينات الحتواة فى النطاق 
. من نظرية )1( ببند )٠١7(‏ ينتج Od)‏ أن the)‏ -5)0 عند كل نقطة ‏ من نقاط D‏ 
حيث أن كل من الدالتين تكون تحليلية هناك . وبالتالى فإن الشرط (؟) يكون قد 
تحقق » وبهذا يكتمل برهان النظرية . 


تمارين 
١‏ - بمعلومية أن دالتى الجيب الزائدى وجيب القام الزائدى » والدالة الأسية › ودالتى الجيب 
وجيب الام جميعها دوال شاملة › استخدم نظرية )1( ببند (VV)‏ للحصول على كل من 
المتطابقات التالية لجميع الأعداد المركبة 2 من المتطابقات المناظرة عندما تكون 2 حقيقية 
sin 22 = 2 sin 2 cos 2 : sinh z + cosh z = e*‏ 
‘cosh? z—sinh?z=1‏ 2 ووه = sin (7/2 — z)‏ 
؟ - اثبت of‏ الدالة 
1 .1 
+ 2 2 » جرح =9 
هى الامتداد التحليل للدالة 
1>اءا. AG =F (1g‏ 
إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطتين ن4 -ء . 
۳ - اثبت أن الدالة 1/22 تغل الامتداد التحليلى للدالة المعرفة بالمتسلسلة 
1>إتجعز و Dr‏ ادم 


إفاضة فى نظرية الدوال rvs‏ 


إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطة 2-0 . 

٤‏ - اذكر لاذا تكون الدالة 

ج >8 عمج ,0< م , hale) = Vi exp‏ 
الامتداد التحليل للدالة ( انطر بند CV eA)‏ 

h(E) = VF exp > 5 r>0,0<0<n 
. عبر الجزء الموجب من انحور الحقيقى إلى النصف السفلى للمستوى‎ 

ه - أوجد الامتداد التحليلى للدالة 2 Log‏ من النصف العلوى 2<0" للمستوى إلى 
النصف السفل للمستوى عبر الجزء السالب من الحور الحقيقى . لاحظ أن هذا الامتداد 
التحليل يختلف عن < Log‏ فى نصف المستوى السفل . 
الإجابة : 8+ هومآ1 حيث .0<0<2r, r>0‏ 

> - أوجد الامتداد التحليل للدالة 5 

I= | te" at Rez >0‏ 
إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب + عدا نقطة الأصل . 
الإجابة : 1/25 
۷ - اثبت أن الدالة (1 1/22 هى الامتداد التحليلى للدالة 
0< ممعم , sin eat‏ سس ل = fle)‏ 
إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطتين ‏ ل م 

۸ - اثبت أنه إذا أحللنا الشرط أن 700 تكون حقيقية فى النظرية ببند )١١١(‏ بالشرط أن F(x)‏ 
تكون تحليلية فإن النتيجة تتغير إلى (76- -©)/. 

4 - افرض أن 5 ترمز لفئة من bi‏ نطاق D‏ بحيث يكون للفئة 8 نقطة ترام فى 2 . عمم 
نظرية )١(‏ ببند Vy‏ 1( بإثبات أن أى دالة تحليلية فى 2 تعين بصورة وحيدة بقيمها على 
ail‏ '8 . 


(ب) النقط الشاذة و الأصفار Singular Points and Zeros‏ 


سنقوم الآن بدراسة إضافية لسلوك الدوال بالقرب من نقطها الشاذة . 


Poles and Zeros. الأقطاب و الأصفار‎ - ١ 
OB » ۴ “أنه إذا كان م2 قطب من أى درجة لدالة‎ (V+) لقد أوضحنا ببند‎ 
lim f(z) = 0; | 0) 


يفف المتغيرات المركبة وتطبيقات 
أى أنه لكل عدد موجب 8 يوجد عدد موجب ق بحيث 
OS Ub (< (v)‏ ق>امه-:|>0 
كننيجة هذا » يوجد دائماً جوار ما للقطب لا يحوى أى أصفار للدالة ٤‏ . 

حيث أن الأقطاب هى نقط شاذة معزولة » فينتج أنه إذا كان م قطب لدالة ۴ » 
فإنه يوجد جوار للنقطة م: لا يحوى أى أصفار للدالة ؛ أو أى نقط شاذة للدالة ۲ فيما 
عدا النقطة zy‏ نفسها . 

وطبقا تمرين (VY)‏ ببند (VN)‏ 6 إذا كان م2 صفرا mas,‏ لدالة )4 » فإن مع 
يكون قطبا من درجة m‏ للدالة الكسرية ()//1 . عكس هذه النتيجة يمكن أن يبرهن 
بسهولة . وذلك لأنه إذا كان م قطب من درجة ر لدالة )م » فإنالدالة (ء)و"(مء — 2( 
يكون ها نقطة شاذة مزالة عند و« . القيمة المعينة للدالة الأخيرة عند من بحيث تكون 
الدالة الناتجة تحليلية فى قرص مفتوح وم > |= - Tz‏ :حول و2 لابد وأن تكون مختلفة عن 
الصفر . إذا كان م يرمز لتلك الدالة التحليلية » فإن 
زف (z — 29)"g(2)‏ = (2)¢ طاماكان مم> |20 -2| > م 


و 
.#0 )20($ 
الآن» الدالة (1/4)2 تحليلية عند م2 » ولعدد موجب ما ry‏ تمثل بمتسلسلة 
تايلور 


1 : 
E) Rath? — 200 (l2 امه‎ <r 


حيث ,مك م و 0غو(مت)1/4 -مه.. من معادلة )1( ينتج أن 


و لم >امم م ١‏ لمم عيم رمه - pre‏ 
إذن » إذا كان مد قطب من درجة m‏ لدالة ()ع › فإن م تكون صفرا رتبته m‏ للدالة 


Ag 
٠0 > |: - 2| > دالة محدودة وتحليلية فى نطاق‎ 6) 05 wee 
. Riemann وضعها ريمان‎ ol إذن تتحقق النظرية التالية‎ 
نذ ية : إذا كانت ء دالة محدودة وتحليلية على نطاق 8 > |2 - ع ] > 0 فإنه‎ 
. » إما أن تكون ۽ تحليلية عند م أو أن تكون ىء نقطة شاذة مزالة للدالة‎ 
لإثبات ذلك » لاحظ أن (؛ تمثل بمتسلسلة لوران فى النطاق المعطى حول و2 . إذإ‎ 


إفاضة فى نظرية الدوال rrr‏ 
كان © يرمز لدائرة «=|إم2-2| »حيث 8>م » فإنالمعاملات .85 للحدود 
")29 - 1/2 فى تلك المتسلسلة هى ( بند (55) ) 


bem 55 f کے لے‎ EJ seo + rere a0, 


2ri le(zZ— zo) 
EAM حيث .... ,2 ,1= ۸1 . حيث أن ۴ محدودة » فإنه يوجد عدد حقيقى موجب‎ 
را‎ )2(| > M )0 > |z—2| <9); 
إذن‎ 
l,l > كل‎ 
اختيارها صغيرة بدرجة كافية » فإن‎ Sor ولكن المعاملات تكون ثوابت » وحيث أن‎ 
,ئ وبالتالى تؤول متسلسلة لوران للدالة 56 إلى متسلسلة قوى‎ -0 5 - 1,2,.. 


f@ = 2 az - 2)" )0 > |z~z9| <9).‏ 
)13 عرفنا leg)‏ على أنه العدد مه » فإنه ينتج أن ۴ تكون تحليلية عند م2 . وهذا يكمل 


برهان النظرية . 


Essential Singular Points الشاذة الأساسية‎ basi - ۲ 


سلوك دالة ما بالقرب من نقطة شاذة أساسية لما يكون غير منتظم بدرجة كبيرة . 
وقد سبق الإشارة إلى هذا ببند )14( عند ذكرنا لنظرية بيكار التى تنص على : فى أى 
جوار لنقطة شاذة أساسية لدالة ما تأخذ الدالة كل ded‏ محدودة c‏ مع استضاء وحيد 
fost‏ » عددا Lie‏ من المرات . وقد أوضحنا أيضاً نظرية بيكار بتبيان أن الدالة 
,)1/2( معد حيث نقطة الأصل نقطة شاذة أساسية ها » تأخذ القيمة 1- عددا لا hs‏ 
من المرات فى أى جوار لتلك النقطة الشاذة . ولن نقوم OWL‏ نظرية بيكار » ولكتنا 
سنقوم بإثبات نظرية ذات صلة بنظرية بيكار وقد وضعها العام pb‏ شتراس 
Weierstrass‏ . هذه النظرية توضح أن قيمة دالة ما تكون قريبة اختياريا من أى عدد ع 
معين سلفا عند نقط قريبة اختياريا من نقطة شاذة أساسية لتلك الدالة . 

. نظرية : افرض أن م نقطة شاذة أساسية لدالة ۽ he oly‏ عدد مركب معطى .. 
إذن لكل عدد موجب ce‏ مهما بلغ صغره › تتحقق المتباينة 
فق م >|ه - ارا 


عند نقطة ما z‏ مختلفة عن tg‏ فى كل جوار للنقطة ح2... 


/ 


r4‏ المنعيرات الركبة وتطبيقات 


لإثبات النظرية » افرض أن الشرط )١(‏ ليس متحققا عند أى نقطة من نقاط جوار 
8 > إن -2إحيث 6 صغير صغرا كافيا لأن تكون ۴ تحليلية فى النطاق ة > |2 - 2| > 0. 
إذن ۾ < |ء - |f@)‏ لجميع نقط هذا النطاق » وتكون الدالة 
م )4< |20 |z—‏ > 0) — 75 = )2 
تحليلية ومحدودة هناك . طبقا لنظرية ريمان ( بند )١١١(‏ ) تكون مج نقطة شاذة مزالة 
للدالة ع . إفرض Lil‏ عرفنا play)‏ بحيث تكون ۾ تحليلية عند مه . حيث أن ۴ لا يكن أن 
تكون دالة ثابتة » ob‏ ع لا يمكن أن تكون كذلك أيضاً » وبالتالى » إذا ما أخذنا فى 
الاعتبار مفكوك تايلور للدالة ع عند مت » إما أن يكون #0 (,2)ى أو أن يكون للدالة ۾ 
صفر ذى رتبة Eile‏ عند ag‏ . وبالتالى » فإن الدالة 

2 = f) - 

a ل‎ een ee 
لابد وأن يكون متحققا عند نقطة‎ )١( م2 نقطة شاذة أساسية للدالة ۴ . إذن الشرط‎ 
. ما من نقط الجوار المعطى‎ 


The Number of Zeros and Poles عدد الأصفار و الأقطاب‎ - VAP 


يمكن تعميم خواص المشتقة اللوغاريتمية التى حصلنا عليها بتمرينى )١5(‏ و )١4(‏ 
ببند (۷۱) . 

افرض أن دالة ما م تكون تحليلية عند نقط GUS‏ مغلق بسيط © ونقاط داخليته » 
فيما عدا ربما عند عدد محدود من الأقطاب التى تنتمى لداخلية © . كذلك » إفرض 
؛ ليس لا أى أصفار على © ولا على الأكثر عدد محدود من الأصفار التى تنتمى لداخلية 
© . إذن » إذا كان © موجها فى الاتجاه الموجب » 


40 
ma c f) @) 


حيث N‏ العدد الكلى لأصفار الدالة ۴ التى تنتمى لداخلية ©,5 العدد الكلى لأقطاب ۲ 
التى تنتمى لداخلية © . ويجب التنويه إلى أن الصفر الذى رتبته mo‏ يحصى 0 من 
المرات » والقطب الذى درجته م7 m, Gre‏ من المرات 5 
OLY‏ التقرير )1( » ستثبت أن العدد الصحيح NP‏ يساوى مجموع بواق الدالة 
(2(//)2)/ عند نقطها الشاذة داخل GUS‏ المغلق البسيط © . هذه النقط الشاذة 
هى بالطبع أصفار وأقطاب الدالة ۴ بداحلية © . 


dz=N—P Q) 


إفاضة فى نظرية الدوال Yo‏ 
افرض أن ag‏ صفر رتيته my‏ للدالة ؛ . فى جوار ما للنقطة مه يمكننا أن نكتب 
زقة (2)و"ة - 2( = S()‏ 
حيث )ع دالة ALE‏ فى ذاك الجوار و #0 glaze)‏ . إذن 


f'(@) = mo(z - 20)" *g(Z) + (z - 20)" g'(2), 
او‎ 


__m 0.‏ هال 
)9(2 2-2 عار 
حيث أن ()و/(2)'و تحليلية عند مج » فإن الدالة SOMO‏ يكون ها قطب بسيط 
عند zy‏ وباق هذا القطب يساوى ,بم . بذلك يكون مجموع بواق الدالة (2(//)2) ر 
عند جميع أصفار ۲ بداخلية © مساويا للعدد الصحيح ١‏ . 
إذا OF‏ ,2 قطب من درجة m,‏ للدالة ۴ » ob‏ الدالة 
A(z) = (z - z,)"*f(2) (Y)‏ 
يمكن أن تعرف عند م2 بحيث تكون b‏ تحليلية هناك » وبالاضافة إلى ذلك » تكون 
h(z,) #0‏ إذن فى جوار ما للنقطة ,ع › فيما عدا عند النقطة z=z,‏ 
نفسها 6 يكون 
f(2) = (@ - 2) H(z), (5‏ 


S'@) = —m,z - 2, hz) + (2 — "زمه‎ A(z). 

A ose +2, 

f)  z-z, ©‏ 
والتى نرى منها أن pays)‏ هما قطب بسيط عند م2 باقيه يساوى my‏ .إذن 
مجموع بواق الدالة SOL‏ عند جميع أقطاب * بداخلية © يساوى العدد 
الصحيح م- .بذلك نكون قد اثبتنا صحة الصيغة )١(‏ . 

صورة ما لنظرية بولزانور_قايرشتراس Bolzano-Weierstrass‏ المألوفة يمكن صياغتها 

كالتاى“ . كل فئة لا نهائية تنتمى كل نقطة من نقاطها لمنطقة مغلقة ومحدودة يكون 
ها نقطة تراج واحدة على الأقل فى تلك المنطقة . من الممكن إثبات هذه النظرية 
باختيار متتابعة لا نهائية zz‏ نقط الفئة وتطبيق عملية المربعات العششية على 
تلك المتتابعة ( هذه الطريقة سبق استخدامها بتمرين VT)‏ ببند )5١(‏ ) . 


)١(‏ انظر « على سیل المثال » كتاب Advanced Catculus‏ تاليف آ. إى. تايلور › yey‏ مان 
(A.E. Taylor, W.R. Mann)‏ . الطبعة الثانية ‏ ص 848 و NAVY 04٩4‏ 


۳۹ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


طبقا تلك النظرية » فإنه يمكن استبعاد الشرط أن sue‏ الأصفار والأقطاب التى 
تنتمى لداخلية © يكون محدودا » وهو الشرط الذى استخدم فى إثبات الصيغة )١(‏ . 
لأن عدد الأصفار والأقطاب داخل الكفاف المغلق البسيط © لابد وأن يكون محدودا من 
أجل أن تكون الدالة ۴ تحليلية عند جميع نقط © ونقط داخليته » فيما عدا ربا للأقطاب 
داخل © » وذلك حيث أن الأصفار والأقطاب تكون معزولة . وسنترك كتابة البرهان 
كتمرين للقارىء . 0 


€ - مبداً السعة The Argument Principle‏ 
افرض أن © GUS‏ مغلق بسيط ف المستوى الم ركب 2 وموجها فى الاتجاه الموجب 
وأن ۴ دالة تحليلية عند جميع نقاط © ونقاط داخليته » فيما عدا ربما لاقطاب تنتمى 
لداخلية © . كذلك افرض أن ۴ ليس ها أى أصفار على © . الصورة ١‏ للمنحنى © 
بالتحويلة wate)‏ تكون كفاف مغلق فى المستوى المركب « ( شكل CONN)‏ 
عندما تتحرك نقطة 2 على المنحنى © ف الاتجاه الموجب » فإن صورتها س تتحرك على 

. 1 فى اتجاه خخاص يحدد توجيه المنحنى‎ ٣ 

حيث أن ۽ ليس ها أصفار على © » فبالتالى لا يمر الكفاف 1 بنقطة الأصل فى 
المستوى المركب س . افرض أن wo‏ نقطة ثابتة على ٣‏ وافرض أن ‰ قيمة ما من قم 
سعة wg‏ . ثم افرض أن سعة « تتغير تغيرا متصلا ء بادئة بالقيمةم# » عندما تبدأ النقطة 
س من عند wo‏ وتتحرك على ٣‏ مرة واحدة فى الاتجاه المحدد له بالراسم (۴)2=س . عندما 
تعود س مرة أخرى لنقطة البداية مس » تأخذ سعة س قيمة معينة من قم سعة و« » 
وسنرمز لهذه القيمة بالرمز ,4 .إذن » التغير فى سعة س عندما تقطع w‏ المنحنى ٣‏ مرة 
واحدة فى اتجاهه الدورانى يساوى gg,‏ لاحظ أن هذا التغير لا يتوقف على النقطة 
الخاصة we‏ الختارة cued‏ التغير فى السعة . 

العدد bg)‏ هو Lal‏ التغير فى سعة t@‏ عندما تقطع ع المنحنى © مرة واحدة 
فى الاتجاه الموجب » ونكتب 
) .وه — $1 = Ac arg f(z)‏ 
قيمة المقدار f(z)‏ هده م۸ مضاعف للعدد can‏ والعدد الصحيح 

Ac are J(2) 

fee‏ عدد الدورات الكاملة التى تقطعها النقطة « حول نقطة الأصل ف المستوى ال ركب 
w‏ عندما تقطع النقطة 2 المنحنى © مرة واحدة فى الاتجاه الموجب Mead.‏ إذا كان هذا 


إفاضة فى نظرية الدوال YY‏ 


العدد يساوى 1- فإن هذا يعنى أن ٣‏ تدور حول نقطة الأصل مرة واحدة فى اتجاه 


) ۱۱١ ( شکل‎ 


فى شكل )1١١11(‏ قيمة Ac are Sle)‏ تساوى صفر . قيمة Me are f(z)‏ تساوى الصفر 
Lal‏ عندما لا تحوى داخلية TOUS‏ نقطة الأصل »والتحقق من هذه الحقيقة WL‏ 
خاصة سيترك للهارين . 

قيمة (2)/ Ac are‏ يمكن تعيينها من عدد أصفار وأقطاب الدالة 4 التى تنتمى لداخلية 

€ 

نظرية ١‏ : افرض أن © كفاف مغلق بسيط موجها فى الاتجاه الموجب وافرض أن 
؛ دالة تحليلية لجميع نقاط © ونقاط داخليته › aa es‏ ل 
© . كذلك » افرض أن الدالة ‏ ليس ها أصفار على © . ! 


زفق =P‏ = هار car‏ با 
حيث PLN‏ عدد الأصفار وعدد الأقطاب على الترتيب للدالة ؛ والتى تنتمى لداخلية 
© » مع حساب تعدد كل منها . 

Lila,‏ هذه النتيجة المعروفة بمبدأ السعة يتأسس على في 


1 a, 5 
i FG NE ) 


التى حصلنا عليها فى البند السابق . إذا كان z= alt)‏ » حيث 8 ca StS‏ تمثيلا بارامتريا 
للكفاف © » Ob‏ تمثيلا بارامتريا لصورته ٣‏ بالتحويلة watt)‏ يكون 
w= w(t) =flz(t)] (aS1Sb). 5‏ 
الآن » طبقا تمرين (۷) ببند (ET)‏ » 
w() =f ee)‏ 
على امتداد كل من الأقواس الملساء التى يتكون منها الكفاف1.حيث أن 20 و WO)‏ 


۳۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


متصلتان قطعة بقطعة على الفترة 4>/58© » فيمكننا أن نكتب 


FEO fo ar = Oar 
re, ve dw أى أن‎ 
fe 4 rw 
L(Y) بذلك تؤول الصيغة‎ 
mil ع‎ 6 


حيث أن 1 لا يمر إطلاقا بنقطة الأصل ف المستوى ال ركب س » فيمكننا أن نعبر عن 
كل نقطة على هذا GUS‏ بالصورة القطبية pexp(id)‏ = س . فإذا ما عبرنا عن 1 بدلالة 
بارامتر > على الصورة 
(ests),‏ [()فن] w = w(t) = p(t) exp‏ 
فإننا pad‏ على المعادلة 
p'() exp [ié(e)] + p(t) exp Lid @)Ii6'(®),‏ = رام 
حيث ()م و )$0 متصلتين قطعة بقطعة على الفترة .4 5 + ك٠‏ . إذن » يمكننا أن نكتب 


O ()م ° و‎ 
“f ل‎ r+ far. 


| 5 = Log oto) + im 


ولكن ple)‏ = (4)م 
bo = Ac arg f(z).‏ - رف = )0($ - )4($ 
إذن 3 


f لس‎ iAc arg f(z). (9) 
rw 


الصيغة (۲) يمكن استنتاجها OV‏ مباشرة من معادلتى )4( و )2( . 

بعد ذلك سنقدم نتيجة مفيدة Lad‏ السعة » وهذه النتيجة تعرف بنظرية روشيه 
Rouche‏ . 
نظرية ۲ : افرض أن كل من gt‏ دالة تحليلية عند جميع نقط GUS‏ مغلق بسيط © 
ونقاط داخليته » حيث الكفاف © موجه فى الاتجاه الموجب .إذا كان |(2|<|9)2)/| 
عند كل نقطة ۾ على © OW.‏ الدالتين fe)‏ م fey tole)‏ يكون هما نفس عدد 
الأصفار داخل © , مع حساب تعدد كل صفر 


إفاضة ف نظرية الدوال ۳۹ 


لإثبات ذلك » لاحظ أولا أن 0 ليس هما أصفار على © » وذلك حيث أن 
0< |2)و| > |©2)ر| على © . علاوة على ذلك فإن 
1 0 > هو | - اهارا > at2)‏ + هارا 
على © » وبالتالى فإن الدالة (ع)و + (2)/ر ليس ا أيضاً أصفار على © . الآ 
acar fle) =N, 4‏ 


4 arg [f(z) + g(2)] = Nye, (Y) 


حيث ,لا عدد أصفار الدالة (, بداخلية © و يبر عدد أصفار الدالة f(2)+ Gz)‏ 
بداخلية © . معادلتى )1( و (۷) تنتجان مباشرة من مبدأ السعة وحقيقة أن كل من 
الدالتين.(2)ك/ر و )92+ ليسلا أقطاب بداخلية ع . لاحظ أن 


Ac arg ]/)2( + [(ع)و‎ = Ac arg هارا‎ + | 


= Acarg f(z) + Ac arg f +. 


التحويلة ,(2(//)2)ن + 1 = س ترسم GUN‏ © إلى الكفاف ٣‏ الذى يقح داخل الدائرة 
1-1 - م |وذلك 1OY‏ > |(2)//©)و|-| 1‏ م إعلى عإذن النقطة ه-» لا تنتمى لداخلية 
المنحنى 1 » وبذلك تساوى القيمة [(2(//)2)و + 1[ Ac arg‏ صفر . إذن» 
Ac arg /)2(‏ = [(2)و + (2)/] Ac arg‏ ويكون للدالة g(a)‏ +(ء)۴ نفس عدد أصفار الدالة 
)۴ بداخلية © » وذلك طبقا لمعادلتى (5) »> (۷). 
كتطبيق لنظرية روشيه » دعنا نعين عدد جذور المعادلة 0= 4 z2‏ + 3و4 27 بداخلية 
الدائرة  =١‏ || . اكتبتعف- f=‏ ,42-1 27 - ريو ولاحظ أن [seed‏ و 
3 عندما 2011| . بذلك تكون شروط نظرية روشيه متحققة . وبالتالى » 
حيث أن )1 ها ثلاث أصفار ر( لاحظ أننا حسبنا تعدد صفر الدالة ) بداخلية الدائرة 
2121-1 يكون للدالة fat g@‏ بالمثل ثلاث أصفار بداخلية الدائرة 1ع || . 
أى ol‏ المعادلة 1-0 -ج + توه 27 يكون لها ثلاث جذور تنتمى لداخلة الدائة 
.1 = | 
تمارين 
١‏ افرض أن » عدد مركب ثابت مختلف عن الصفر . اثبت أن الدالة (iz)‏ مجه التى ها 
نقطة شاذة أساسية عند 2-0 , تأخذ القيمة » عددا لا Wy‏ من المرات فى أى جوار 
لنقطة الأصل . 


rr.‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


اقتراح i SI:‏ مه مء c=‏ » حيث ,0 < cco‏ وبين أن (1/2) exp‏ تأخذ القيمة ع 
عند z= rexp (i) hill‏ حيث +ء 0 تحققان المعادلات 
1 

= 3 eis Log co ۴ 

Vy? + (Log co)” Vy? + (Log co)? 
لاحظ أنه يكن جعل | صغيرة اختياريا وذلك بإضافة مضاعفات صحيحة‎ 
. للمقدار 27 إلى الزاوية ./اء ومع ترك » ثابتة‎ 
وإذا كانت و2 نقطة تراج لأصفار‎ 0> [2 zo] <ro فى نطاق ما‎ ALE إذا كانت ۴ دالة‎ 
. الدالة » فإنه إما أن تكون م2 نقطة شاذة أساسية للدالة ۴ أو أن تنعدم )£02 تطابقيا‎ 
.)١١١( و‎ CVT) برهن هذه النظرية بمساعدة النتائج السابق الحصول علييا ببندى‎ 
اختبر فئة أصفار الدالة <4/2) هزه 22 وطبق النظرية الواردة بتمرين (؟) لإثبات أن‎ 
نقطة الأصل تكون نقطة شاذة أساسية هذه الدالة . لاحظ أن هذه النتيجة تنج أيضاً‎ 
من طبيعة متسلسلة لوران التى تمغل هذه الدالة فى النطاق 0<إ2|‎ 
» موجها فى الاتجاه الموجب‎ » z مغلق يسيط فى المستوى المركب‎ GUS © افرض أن‎ 
© وافرض أن م« أى عدد مركب معطى . افرض أن ع دالة تحليلية عند جميع نقط‎ 
ونقاط داخليته » وافرض أن 40د(2»/م عند أى نقطة 2 بداخلية © . إذا كانت‎ 
(2)و :عند أى نقطة 2 على © » فإن‎ # wo 


sin 6 


rî c F(2) — Wo 
بداخلية © التى يكون عندها مس = )ع . بين‎ z هو عدد النقط‎ N حيث العدد الصحيخ‎ 


أن هذه النتيجة تنتج مباشرة من النتائج السابق الحصول عليها ببند VIM)‏ ( قارن 
هذه النتيجة بتلك السابق الحصول عليها بتمرين VY)‏ بند (88) ) . 

اكمل البرهان ( ند )١١١(‏ ) » المبنى على نظرية بلزانو - فايرشتراس » أنه إذا كانت 
5 دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط © ونقط داخليته » فيما عدا رعا 
لأقطاب بداخلية © , وإذا كانت ۶)20 عند أى نقطة من نقط C‏ فإن 
أصفار وأقطاب ۴ بداخلية © تكون محدودة العدد وتكون الصيغة )١(‏ يبند (VA)‏ 


افرض أن ؟ دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط © ونقط داخليته » وافرض أن 
FQ)‏ لا تساوى صفر على الإطلاق على © . افرض أن صورة © بالتحويلة WHEW)‏ هى 
الكفاف المغلق F‏ الموضح بشكل (9؟١١)‏ . باستخدام الكفاف 7 . أوجد قيمة 
dc arg se)‏ . عين أيضاً عدد أصفار الدالة ‏ بداخلية © . 

6r; 3 : الأجوبة‎ 


إفاضة فى نظرية الدوال rvs‏ 


شکل ( ۱۱۲ ) 


psi - ۷‏ أن © يرمز لدائرة الوحدة 1-|ء| موجهة فى الاتجاه الموجب . أوجد قيمة 


۱۲١ 


۱۲ 


3 للدالة‎ Ac arg f(z) 
f@=2 2 ء‎ f@=27 ل‎ 


2 

Lal‏ > لكل من التحويلات wat)‏ المعرفة بهاتين الدالتين » اذكر عدد المرات التى 
تدور فيا النقطة الصورة w‏ حول نقطة الأصل ف المستوى المركب « عندما تقطع 
النقطة 2 الكفاف © مرة واحدة فى الاتجاه الموجب . 
الأجوبة  :‏ 2,مه + رب 1 ص2 . 
بإستخدام المفهوم الوارد ببند (VV E)‏ اثبت أنه عندما لا pat‏ الكفاف ١‏ النقطة 
«=٥‏ وعندما يوجد شعاع خارج من تلك النقطة ولا يتقاطع مع الكفاف ۳ » فإن 
Ac arg f(z) +0‏ + 

اقتراح : لاحظ أن التغير فى قيمة )£2 arg‏ لابد oly‏ يكون أقل من +2 عدديا 


عندما تصنع 2 دورة واحدة كاملة حول © . ثم استخدم حقيقة أن arg fz)‏ ء۸ 


مضاعف صحيح للمقدار +2. 
أوجد عدد أصفار كثير الحدود () 22 3ج + S24‏ ب كم 6 (ب) 9 + 2z‏ 227 + 23 4ج2 
داخل الدائرة |zf}=1‏ + 
الأجوبة : 4h‏ («ب» صفر 
عين ote‏ جذور المعادلة 1-0 بع + 622 225 ف المنطقة 2 >|2| ٠15‏ 
الإجابة : ثلاثة جذور 
اثبت أنه إذا كان » عدد مركب بحيث ء< |ء| › فإن المعادلة م ميم يكون ها 7 
من الجذور داخل الدائرة |z|=1‏ . 
بإستخدام نظرية روشيه . اثبت أن أى كثيرة حدود 
an #0‏ »+ "يكم ”يه + **- + جيه + P(z) = ao‏ 


rrr‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث 1<" ء يكون ها بالضبط « من الجذور . من ثم اعطى برهان بديل للنظرية 
الأساسية للجير ( بند (88) ) 
اقتراح : لاحظ أنه يكفى أن نفرض أن 1 = a‏ . ثم بكتابة 
ag",‏ 00 جره + وه = g2‏ ,25 > (2)/ 
اثبت أن pl)‏ ها ۾ من الأصفار داخل دائرة ۸ =|ء| حيث8 أكبر من أى من العددين 
و !:.ه| [ao] + lau] tot‏ .لإثبات أن PQ)‏ ليس ها أى أصفار أخرى ء بين أن 
|g(2)| <0‏ - "مز = g(2)|‏ + | 
عندما م ا . 


(ج) سطوح Riemann Surfaces QE)‏ 
سطح ريمان هو تعمم المستوى ال ركب لسطح ذى أكثر من طية بحيث يكون للدالة 
المتعددة القم قيمة وحيدة مناظرة لكل نقطة على هذا السطح . حال تصمم مثل هذا 
السطح لدالة معطاة » تصبح الدالة وحيدة القيمة على السطح ويمكن تطبيق نظرية الدوال 
وحيدة القيمة هنا . وبالتالى فإن الصعوبات التى تظهر نتيجة كون الدالة متعددة القم 
تخفف بإستخدام اختراع هندسى . بالرغم من ذلك » فإن وصف هذه الأسطح وترتيب 
الترابطات المضبوطة بين الطيات من الممكن أن يصير متشابكا بصورة تشكل صعوبة . 

لذلك فإننا سنقصر اهتامنا فقط على بعض UY‏ المتناهية فى ألبساطة . 


logz سطح ريمان للدالة‎ — lo 


لكل عدد مركب غير صفرى z‏ » يكون للدالة المتعددة القم 
log z = Logr + 0‏ 

قم مناظرة لا نهائية العدد . من أجل تصور 2 Log‏ كدالة وحيدة القيمة » فإننا SJE‏ 
المستوى المركب z‏ » بعد استبعاد نقطة الأصل » بسطح تتحدد عليه دائماً نقطة جديدة 
كلما زادت أو نقصت سعة العدد المركب z‏ بمقدار 2# أو مضاعفات صحيحة 
للمقدار »2 

اعتبر المستوى المركب 2 بعد استبعاد نقطة الأصل كا لو كان صحيفة رقيقة ( أو 
طية ) Rg‏ مشقوقة على امتداد الجزء الموجب من احور الحقيقى . على تلك الطية افرض 
أن 8 تأخذ القم من صفر إلى 2 . افرض أن ab‏ ثانية Ry‏ شقت بنفس الأسلوب 
ووضعت أمام الصحيفة م8 . بعد ذلك وصلت الشفة السفلى للشق فى Ry‏ بالشفة العليا 
للشق فى 81 . على Ry‏ الزاوية 6 تأخذ القم من 2۸ إلى 4# » وعلى ذلك فعند 


إفاضة فى نظرية الدوال rrr‏ 


تمثيل 2 بنقطة على Ry‏ فإن الجزء التخيلى للدالة ۾ SEL log‏ القم من .2 إلى 4 . 

بنفس الأسلوب نشق بعد ذلك طية ثالفة ۸ ونضعها أمام Ry‏ » ونوصل الشفة 
السفلى للشق فى Ry‏ بالشفة العليا للشق فى هذه الطية الجديدة » وهكذا نتابع هذه العملية 
بإضافة طيات جديدة .... ,۸ Ry,‏ . بنفس الأسلوب نشق طية أخرى نرمز ها بالرمز 
Ry‏ ونضعها خلف الطية م8 ونعتبر أن الزاوية 8 Seb‏ القم من 2- إلى صفر 
عليها » ثم نوصل الشفة السفلى للشق فى Ry‏ بالشفة العليا للشق فى Ry‏ وبالمثل نتابع 
هذه العملية بإضلفة طيات جديدة ..د-#,د_#يمكن اعتبار etl‏ لنقطة ما على أى 
طية على أنها احداثيات قطبية لمسقط تلك النقطة على المستوى المركب الأصلى ع » حيث 
يقصر مدى Ge‏ الزاوى 0 لمدى محدد قيمته +2 من الزوايا النصف قطرية على 
كل طية . 

اعتبر أى منحنى متصل على هذا السطح المترابط المكون من عدد لا نبا من الطيات 
shy‏ الصحف) . عندما تتحرك نقطة ماج على هذا المنحنى » فإن قم z‏ هوا تتغير تغيرا 
متصلا حيث أن ۾ » بالإضافة إلى + » تتغير الآن تغيرا متصلا ¢ وتأخذ 2 log‏ قيمة 
واحدة فقط مناظرة لكل نقطة على المنحنى . فمثلا » عندما تصنع النقطة دورة كاملة 
حول نقطة الأصل على الطية Ry‏ على امتداد المسار الموضح بشكل )١١7(‏ فإن الزاوية 
تتغير من صفر إلى .27 . عندما تجتاز النقطة الخط المستقم 2 802 فإنها تنتقل 
إلى الطية Ry‏ من السطح . عندما تكمل النقطة دورة كاملة فى ر8 » pad‏ الزاوية 8 من 

2۴ إلى 4 وعندما تجتاز الخط المستقم .86-4 فإنها تنتقل إلى الطية ر۴ . 


شکل ( ۱۱۳ ) شکل ( ۱۱٤‏ ) 
السطح الذى وصفناه هنا هو سطح من سطوح ريان للدالة log z‏ . وهو سطح 
مترابط يتكون من عدد لا Sle‏ من الطيات مرتبة بحيث تكون logs‏ دالة وحيدة القيمة 
للنقط الواقعة عليه . 
التحويلة 2 welog‏ راسم أحادى لسطح ريان بأكمله فوق المستوى SM‏ س 
بأكمله . صورة الطية Ry‏ هى الشريحة 2 > م > 0 . عندما تتحرك نقطة ج فوق 


wre‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الطية Ry‏ على امتداد القوس الموضح بشكل )١١4(‏ » تتحرك صورتها « إلى del‏ عبر 
الخط المستقم v=2n‏ > ا هو موضح بالشكل . 

لاحظ أن الدالة 2 tog‏ المعرفة على الطية Ry‏ تمثل الامتداد التحليلى للدالة التحليلية 
وحيدة القيمة 

Logr + 6 (0<@<2n) 

إلى أعلى عبر الجزء المؤجب من لمحور الحقيقى . بهذا المفهوم » لا تكون 2 log‏ دالة 
وحيدة القيمة فحسب لجميع النقط 2 على سطح Oley‏ ولكنها تكون أيضاً دالة تحليلية 
عند جميع النقط هناك . 

بالطبع » من الممكن أن تكون الطيات مشقوقة على امتداد الجزء السالب من احور 
الحقيقى » أو على امتداد أى شعاع آخر يبدأ من نقطة الأصل » وموصلة کا يجب على 
امتداد الشقوق لتكون سطح اخر من سطوح ريمان للدالة 2 ه10 


27 للدالة‎ Ole سطح‎ - ٩ 
كل نقطة مختلفة عن نقطة الأصل › من نقط المستوى المركب ©#ءيناظرها قيمتان للدالة‎ 


0 0 
1/2 = _- isin — ٠. 
2 (cos 5 + isin 5) 


يمكن الحصول على سطح من سطوح ريمان للدالة 22 بإحلال المستوى المركب 2 
بسطح مكون من طيتين Ry‏ ,۸ » كل منهما مقطوعة على امتداد الجزء الموجب من 
احور الحقيقى مع وضع Ry‏ أمام Ry‏ الشفة السفلى للشق فى Ry‏ توصل بالشفة العليا 
للشق فى Ry‏ وتوصل الشفة السفلى للشق فى 81 بالشفة العليا للشق فى م۴ . 

عندما تبدأ نقطة ع فى التحرك من الشفة العليا للشق فى Ry‏ وتقطع دائرة متصلة حول 
نقطة الأصل فى الاتجاه المضاد لعقرب الساعة ( شكل )١١5(‏ ) تزداد الزاوية 0 من 
صفر إلى +2 . بعد ذلك تعبر النقطة من الطية م۸ إلى الطية Ry‏ حيث تزداد 86 من 
+2 إلى 4# . إذا ما استمرت النقطة فى ح ركتبا أكثر من ذلك فإنها تعبر عائدة 
مرة أخرى للطية Ry‏ حيث يمكن أن تتغير قم م من 4# إلى 6# أو من صفر إلى 

2 ء وهذا الاختيار أو ذاك لا يؤثر على قيمة ?2 إلح . لاحظ أن قيمة 22 

عند نقطة تعبر عندها الدائرة من الطية Ry‏ إلى الطية Ry‏ تكون مختلفة عن قيمة 2/:ج 
عند نقطة تعبر عندها الدائرة من الطية Ry‏ إلى الطية م8 . 


إفاضة فى نظرية الدوال rr‏ 


) ۱۱١ ( شکل‎ 

بهذا نكون قد صممنا سطح من سطوح Oley‏ تكون عليه Wall‏ 1/2 وحيدة 
القيمة لكل عدد غير صفرى : . فى هذا التصميم توصل شفاه الطيتين RyRy‏ كأزواج 
بحيث يكون السطح المتولد مغلق ومترابط . النقط التى يوصل عندها زوج من الشفاه 
تكون مختلفة عن النقط التى يوصل عندها الزوج الثانى من الشفاه . من هذا نرى أنه من 
المستحيل فيزيائيا بناء نموذج لسطح ريمان هده . عند تخيل سطح من سطوح ريمان » من 
المهم أن نفهم جيدا كيف نتقدم عندما نصل إلى شفة لشق . 

نقطة الأصل نقطة خاصة جدا على سطح ريان هذا . هذه النقطة مشتركة بين 
الطيتين » ly‏ منحنى على على السطح حول نقطة الأصل لابد وأن يدور دورتين كاملتين 
حول نقطة الأصل لكى يكون منحنى مغلق . أى نقطة من هذا النوع على سطح ريان 
تسمى نقطة تفرع . 

صورة الطية Ro‏ بالتحويلة 02ج سر هى النصف العلوى من المستوى المر 
وذلك حيث أن سعة س تساوى 6/2 و + 056/25 على Ry‏ . بالمثل » صورة الطية Ry‏ 
بنفس التحويلة هى النصف السفلى من المستوى المركب س . الدالة المعرفة على أى من 
الطيتين تكون الامتداد التحليل » عبر الشق » للدالة المعرفة على الطية الأخرى . من هذه 
الوجهة » تكون الدالة وحيدة القيمة ۶ للنقط على سطح ريمان وتحليلية عند جميع 
التقط فيما عدا عند نقطة الأصل . 


NAY‏ - سطوح لدوال غير قياسية أخرى 
Les‏ نصف سطح من سطوح ريمان للدالة الثنائية القيمة 
دق fle) = (2 - 1P = Jers exp (i ime’)‏ 


‘ oS 
لقد سبق أن‎ . )١١5( کا هو موضح بشكل‎ 2 + 1 - ep (192), 2-1 = exp ):6( 
فرع هذه الدالة »> حيث القطعة المستقيمة 8152 الواصلة يبن نقطتى‎ (TY) وصفنا ببند‎ 


res‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التفرع ‏ 1+ -2 فرع قاطع له . هذا الفرع يعطى بالصيغة )1( مع الاشتراطات 
,0> 1 ,0< يم ,2< يم +يم ,28 >0 >0 KHL‏ . الفرع لا OS‏ معرفا 
على القطعة المستقيمة ۴1۴2 

أى سطح من سطوح ote,‏ للدالة الثنائية القيمة )١(‏ لابد وأن يتكون من طيتين 

RyRy‏ . افرض أن كلتى الطيتين قد شقتا على امتداد القطعة المستقيمة 2طوط. الشفة 
السفلى gall‏ فى Ry‏ توصل بالشفة العليا للشق فى :8 » ا أن الشفة السفلى Ryd Gal‏ 
توصل بالشفة العليا للشق فى #0 . 

على الطية Ry‏ افرض أن كل من الزاويتين 6 , ر8 تأخذ القم من الصفر إلى ×2 ٠‏ 
إذا تح ركت نقطة على الطية م8 لترسم منحنى مغلق بسيط » ¢ يحوى بداخله القطعة 
المستقيمة وطوط » .مرة واحدة فى الاتجاه المضاد لعقرب الساعة ٠»‏ فإن كل من 
4 و ,8 تتغير بمقدار 2 لدى عودة النقطة لوضعها الابتدانى . التغير فى 0,(/2 + ,0( 
يساوى أيضاً +2 » وبالتال لا تتغير قيمة ۴ . إذا رسمت نقطة بادئة حركتها على الطية 
م مسارا يمر مرتين حول نقطة التفرع 1 -ج فقط » فإنها تعبر من الطية Ry‏ إلى الطية Ry‏ 
ثم تعبر مرة أخرى عائدة إلى الطية Ry‏ وذلك قبل عودتها لوضعها GeV‏ . فى هذه 
الحالة » تتغير قيمة ,8 بمقدار ب4 بينا لا تتغير قيمة 62 على الإطلاق . بالمثل » 
لدوران مرتين حول النقطة 1--2 » تتغير قيمة 82 بمقدارع4 بينا لا تتغير قيمة ,8 على 
الإطلاق . مرة أخرى نرى أن التغير فى 2/(ر0 + ,6( يساوى ج2 »ولا تتغير قيمة الدالة 
ع . إذن على الطية Ry‏ من الممكن أن نمد مدى كل من الزاويتين ,8 و ره وذلك 
بتغيير كل من ,6 و 0 بنفس المضاعف الصحيح للمقدار 2# أو بتغيير إحدى 
الزاويتين فقط بمضاعف صحيح للمقدار +4 . فى كلتى الحالتين يكون التغيير الكلى فى 
الزاويتين مضاعف زوجى صحيح للمقدار 27 x‏ 


) ۱۱١ شکل(‎ 


للحصول على مدى pill‏ لكل من ,4 و 6 على الطية Ry‏ نلاحظ أنه إذا بدأت 
نقطة ما حركتها من على الطية Ry‏ ورسمت مرة واحدة مسارا حول إحدى نقطتى 
التفرع فقط » فإنها تعبر للطية Ry‏ ولا تعود مرة أخرى للطية Ry‏ . فى هذه الحالة تتغير 


إفاضة فى نظرية الدوال rry‏ 


قيمة إحدى الزاويتين بمقدار 2 بينا لا تتغير قيمة الزاوية الأخرى على الاطلاق . 
إذن » على الطية ۸ تأخذ إحدى الزاويتين القم من +2 إلى مه بيغا تأحذ الزاوية 
الاخرى القم من صفر إلى- am‏ . بذلك ياخذ مجموعهما القم من 22 إل جه » 
وتأحذ 2 + ,6( »سعة (©): » القم من ۾ SS‏ م2 . مرة أخرى نجد أن مدى الزوايا 
قد امتد بتغيير قيمة إحدى الزاويتين فقط بمضاعف صحيح للمقدار 4 أو بتغيير قيمة 
كل من الزاويتين بنفس المضاعف الصحيح للمقدار Qn‏ 

الدالة الثنائية القيمة المعطاة بالمعادلة )١(‏ يمكن OM‏ اعتبارها دالة وحيدة القيمة لنقط 
سطح ريمان الذى صممناه OW‏ . التحويلة wat)‏ ترسم كل من الطيتين المستخدمتين 
فى تصمم سطح ريمان هذا فوق المستوى ال ركب « يأكمله . 
كمثال آخر » اعتبر الدالة الثنائية القيمة 


ota) = يروو = ۴ - ع‎ exp (i? ++") 5) 


) شكل VY)‏ 1( ( النقطا+ ,0 = #نقط تفرع فمذه الدالة . نلاحظ أنه إذا كانت النقطة 
z‏ ترسم دائرة تحوى هذه النقط الثلاث جميعها » فإن سعة )ع تتغير بمقدار الزاوية 
GUL, 32‏ تتغير قيمة الدالة نفسها . وبالتالى فإن أى فرع قاطع لابد وأن يمتد من 
إحدى نقط التفرع هذه حتى نقطة اللانباية وذلك حتى يكون بإمكاننا أن نصف فرع 
وحيد القيمة للدالة g‏ ع . إذن نقطة اللاناية هى أيضاً نقطة تفرع » وهذا ما يتضح لنا 
بملاحظة أن الدالة (901/2 لما نقطة تفرع عند 2-0 . 

افرض أن طيتان قد شقتا على امتداد القطعة المستقيمة 12 من 1-=2 إلى 2-0 وعلى 
امتداد الجزء Ly‏ من احور الحقيقى الواقع على العين من النقطة 2-1 . سنعتبر أن كل من 
ee‏ يلي ل المي من مغن إلى 2۴ على الطية Ro‏ ومن +2 إلى 
4 على الطية 81 . وسنعتبر أيضاً أن الزوايا المناظرة لنقطة على أى من الطيتين يمكن 
أن تتغير بمضاعفات صحيحة للمقدار 27 مع مراعاة أن هذا يحدث شريطة أن يتغير 
مجموع الزوايا الثلاث بمضاعف صحيح للمقدار ٠ de‏ وبالتالى لا تتغير قيمة الدالة ع . 


۳۲۸ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


سطح آخر من سطوح رمان للدالة الثنائية القيمة (۲) نحصل عليه بتوصيل الشفتان 


السفليتان فى Ry‏ للشقين على امتداد Ly,Ly‏ للشفتين العلويتين فى Ry‏ للشقين على امتداد 
Ly Ly‏ على الترتيب . الشفتان السفليتان فى Ry‏ للشقين على امتداد 1,1 يوصلان بعد 
ذلك للشفتين العلويتين فى Ry‏ للشقين على امتداد 1,1 على الترتيب . ويمكن 
بسهولة » بمساعدة شكل (VV)‏ إثبات أن فرع من فروع الدالة يمثل بقيمها عند نقط 
على Ry‏ وأن الفرع الآخر للدالة يمثل بقيمها عند نقط على ۴1 . 


تمارين 


۱ 


صف سطح من سطوح Oley‏ للدالة الثلاثية القيمة )1 -ء) =« ء ثم بين ثلث المستوى 
المركب w‏ الذى يمثل صورة كل طية من طيات هذا السطح . 

صف سطح ريمان للدالة < Jog‏ الذى نحصل عليه بشق المستوى المركب 2 .على امتداد 
الجزء السالب من الحور الحقيقى . قارن بين سطح ريمان هذا للدالة 2 log‏ وسطح ريمان 
لنفس الدالة السابق الحصول عليه ببند )١١©(‏ . 

عين صورة الطية 40 2 حيث 7 عدد صحيح اختيارى › من سطح Oley‏ للدالة 2 log‏ 
المعطى ببند )١ ١8(‏ بالتحويلة ٠ wologz‏ 

تحقق من أن التحويلة waz?‏ ترسم الطية Ry‏ من سطح ريان للدالة *'2 المعطى 
ببند (VV)‏ فوق النصف السفلى من المستوى المركب ۷ . 

صف النحنى » على سطح من سطوح MW Oley‏ 202 » الذى صورته بالتحويلة 
waz‏ كامل الدائرة 1 -إس] . 

كل نقطة من نقط سطح ريان المذكور ببند )١137(‏ للدالة (5-8)2 يناظرها قيمة 
واحدة فقط من قم w‏ . اثبت أن كل قيمة من قم w‏ يناظرها بصفة عامة ثلاث نقط على 
سطح ريمان هذا . 

صف سطح من سطوح ريمان للدالة المتعددة القم 


f) = (= 07 
2 


افرض أن © يرمز للدائرة 1-[2-2| على سطح ريمان الذى وصفناه ببند )١15(‏ 
للدالة "2 » حيث يقع النصف العلوى من تلك الدائرة على الطية Ry‏ ويقع النصف 
السفلى من الدائرة على 21 . لاحظ أنه لكل نقطة 2 على © يمكننا أن نكتب 


Vr exp‏ 12ے 


2 kid 
حيث +47 >> ے۳ . اذكر لاذا يمكن استنتاج أن‎ 


إفاضة فى نظرية الدوال ۴۹ 


عه فنع | 

عمم هذه النتيجة لمكن تطبيقها فى حالة المنحنيات المغلقة البسيطة الأخرى التى تعبر من 
طية إلى أخرى دو أن تحوى بداخلها نقط التفرع . بعد ذلك عمم هذه النتيجة لدوال 
أخرى » لتحصل بذلك على تعمم لنظرية كوشى - جورساه لتكاملات دوال متعددة 
القم . 
لاحظ أن سطح ريان الذى وصفناه ببند )١19/(‏ للدالة DNF‏ --2) يكون أيضاً سطح 

Az) = z + (2? ~ 1)12‏ 
افرض أن م5 هو فرع الدالة tre‏ المعرف على المطية Ry‏ واثبت أن الفرعان 
مط للدالة ‏ على الطيتين يعطيان بالمعادلتين 


ia 
2 
© 27 حيث © ويم تتغیران من صفر إلى‎ 
z—1 =r, exp (0), 2+1 واه وم ع‎ (i2). 
للدالة‎ ho .م = 22 وائبت أن الفرع‎ exp )10,( + .م‎ exp 8.) لاحظ أن‎ 


Mem 2+)‏ يكن كتابته على الصورة 


1 — iê — او‎ 
ho(z)= (ve exp > + Vrs exp =) : 


5 - م‎ 
folz) =Vrira exp > exp 


أوجد (28.2702 ولاحظ أن 2< .م +,م و 4,(2[<0 --,8)] 008« لجميع النقط 
OY az‏ أن 1 < |(2)| بعد ذلك اثبت أن التحويلة !)1 - + + ء =« ترسم الطية 
Ro‏ من سطح ريمان فوق المنطقة 1 2|*| وترسم الطية Rp‏ فوق المنطقة ‏ 1 || . 
وترسم الفرع القاطع الواصل بين النقطتين 1+ z=‏ فوق الدائرة 1-|س| . لاحظ 
أن التحويلة المستخدمة هنا هى معكوس للتحويلة 


ا 
aw‏ 


وقارن النتيجة التى حصلت Wale‏ بالنتيجة التى حصلنا عليها بتمرين CVA)‏ بند (BN)‏ . 


ملحق ١‏ 
المراجع 
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جدول تحويلات المناطق 
( انظر الفقرة 4١‏ ) 
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ملحق 
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: جدول تحويلات الماطق 


شكل (۳) 


= م A’B’ on parabola‏ :2ع = بر 


2k? 


1+ 


{o 


res 


اله 


EA 


265 


ملحق ۲ : جدول تحويلات المناطق 4¥ 


(V9) شكل‎ 


w = sin z; BCD on line y = k, B’C’D’ on ellipse 


(=) =) 7 


Yta 


قم لقم lta td‏ .مده 
رح te‏ 


2 1T #2 
1 — ودر‎ + (1 — x (1 — x2?) 
gis NOSED ون‎ aS -1 > xa > xı <1). 
XxX = Xz 


5 1 + xx» + شرع‎ Dea -1( 
a= cae : 


a 


5 1T X2 
أي _- 1 ود‎ — 1x2? — 1) 
os ع يور‎ X2 


(42 <a > x, and 0 < Ro > 1 when 1 < x< xı). 


To. 


ال متغيرات ast‏ وتطيقات 


(VA) SS 


1 5 ku \? ko \2 . 
w=z+-; 802“ on ellipse | ——_] + Po 
2 


e+ k? —1 


ملحق ۲ : جدول تحويلات المناطق ro1‏ 


شكل (۱۹) 


a | w 
w= Log —;2= —coth—. 
FEI 2 


شكل )0 ¥( 


(VY) شكل‎ 


z+ 
w= Log rap ee of circles at z= coth Ca, 
z— 


radii: طعي‎ c,(a = 1, 2). 


Sl! i‏ المركبد ونطيعات 


AL 


D 


3 FG Ta BC E 
(TY) شکل‎ 
5 : 
w= k Log سك‎ + Log %1 — k) + جز‎ - k Log (z + 1) - (Î - ها‎ Log (z— 1), 
xı = 1, 
y 
A E 
2 7 
8 £ =. 1 
zx A 9 ; 
3 
(YM) شكل‎ 
(3) iss 
w= [tan-] = 3 
2/ 1+ 2م‎ 


Y 


ey 


9 ا 


e+ D-1 
(z+ 1)2 +1 


w= 2(z + 1)" + Log 


المتغيرات المركبة وتطبيقات 


CL 


(YA) شكل‎ 

i 1 +ikt 1+t E 
w= — Log + Log f= 

k 1 —ikt و‎ z+ k?, 


شكل (۲۹) 


h 
w= — [(z? — 1)" + cosh” 2[.* 
7 


* See Exercise 4, Sec. 98. 


2z—k— a 
ey a ee 


(k— Dz 


قائمة المصطلحات العلمية 


Branch cut فرع قاطع‎ 
Branch point نقطة تفرع‎ 
integration around .. التكامل حول‎ 
Cartesian coordinates احدائيات كارتيزية‎ 
Cauchy, A.L. كوفى › آ۔ل۔‎ 
Cauchy-Goursat theorem  هاسروج‎ - نظرية کوش‎ 

Converse of bus 
Cauchy integral formula as صيغة تكامل‎ 
for half plane لنصف المستوى‎ 
Cauchy principal value قيمة كوشى الأساسية‎ 


حاصل ضرب oS‏ ر للمتسلسلات ( Cauchy product‏ 


Cauchy-Riemann equations dk) - كرشى‎ ow 
in polar form ... الصورة القطبية ل‎ 
Cauchy’s inequality متباينة كوشى‎ 
Christoffel, E.B. كريستوفل › .ب‎ 
Circle of convergence ) دائرة التقارب ر لمتسلسلة‎ 
Circulation of fluid جريان سائل أو مائع‎ 
Closed contour كفاف مغلق‎ 

Simple بسيط‎ ... 
Closed set فة مغلقة‎ 
closure of a set مغلقة فئة‎ 
Complex exponents الأسس المركبة‎ 
Complex number عدد م ركب‎ 

Argument of ... سعة‎ 

Conjugate of ... مرافق‎ 

Imaginary part of ... الجرء التخيلى ل‎ 

Polar form of .. الصورة القطية ل‎ 

Powers ... قوى‎ 

Real part of .. الجزء الحقيقى ل‎ 

Roots ... جذور‎ 
‘Complex plane المستوى المركب‎ 

Extended الممتد‎ ... 


التقارب المطلق 

القيمة المطلقة 

نقطة تجمع ( أو نقطة تراج ) 
ديناميكا الهواء 

امتداد تحايل 


دالة تحليلية 


زاوية اليل 
زاوية الدوران 
قوس 

... جوردان 


قاعدة السعة أو مبداً السعة 


معادلة برتولی 

دالة بيتا 

تويل Gu‏ الخطية 
مفكوك ذى الحدين 
صيغة ذات الحدين 


Absolate convergence 
Absolute value 
Accumulation point 
Aerodynamics 
Analytic continuation 
Analytic function 

Derivative of 

Zeros of 
Angle of inclination 
Angle of rotation 
Are 

Jordan 

Simple 

Smooth 
Argument 
Argument principle 


Bernoulli’s equation 
Beta Function 

Bilinear transformation 
Binomial expansion 
Binomial formula 


Bolzano-Weierstrass theorem 


نظرية بلزانو - اي رشتراس 
شروط حدية 
تحويلة ال ... 
نقطة حدية أو نقطة حدود 
مسألة قم الحدية 
دالة محدودة 
ad‏ محدودة 
فرع من دالة 


Boundary conditions 
Transformation of 
Boundary point 


Boundary values problem 


Bounded function 

Bounded set 

Branch of a function 
Principal 


الفرع الرئيسى للدالة ( الفرع الأساسى للدالة. 


Ske: Ase المتغيرات‎ 


۳o٦ 
Simply connected بسيط الترابط‎ ... 
Domains نطاقات‎ 
Intersection of ... تقاطع ال‎ 
Union of ... اتحاد ال‎ 
Electrostatic potential جهد الكهرباء الساكنة‎ 
In cylinder لاسطوانة‎ ... 
in half-plane مستوى‎ Chad... 
between plates بين الواح‎ 
Entire function شاملة‎ ais 
Equipotential متساوى الجهد‎ 
Essential singular point نقطة شاذة أساسية‎ 
Behavior near ... السلوك بالقرب من‎ 
Residue at ... الباق عند‎ 
Euter’s formula صيغة أو يلر‎ 
Expansion مفكوك‎ 
map ) تكبير ( أو راسم مكبر أو تمدد‎ 
Exponential function الدالة الأسية‎ 
Inverse of ... معكوس‎ 
Mapping by تطبيق ب .. أو الرسم ب‎ 
Extended comples plane المستوى المركب الممتد‎ 
Exterior point نقطة خارجية‎ 
Field intensity شدة امجال‎ 
Fixed point نقطة ثابتة‎ 
Fluid سائل أو مائع‎ 
Circulation of .. سریان‎ 
Pressure of .. ضغط‎ 
Rotation of ... Oly go 
Velocity of .. صرعة‎ 
Fluid flow سريان سائل‎ 
about airfoil حول جناح‎ ... 
in annular region فی نطاق حلقى‎ ... 
in channel SF أو‎ agg... 
about cylinder حول اسطوانة‎ ... 
about plate حول صفيحة‎ ... 
Potential for ... جهد ل‎ 
ir quadrant ربع المستوى‎ ew 
in semi-infinite strip فى شريحة نصف لانائية‎ ... 
over step عبر عتبة‎ ... 
Flux of heat الفيض الحرارى‎ 
Flux lines خطوط الفيض‎ 
Fourier series متسلسلة فورييه‎ 
Fresnel integrais تكاملات فریسنل‎ 


دالة 


Function 


مناطق .. Regions of‏ 
جهد مركب Complex potential‏ 
متغير م ركب Complex variable‏ 
دالة محصلة ر أو دالة مركبة ) Composite function‏ 


Composition of functions 


تحصيل الدوال ( أو تركيب الدوال ) 


Conformal mapping راسم حافظ للزوايا الموجهة‎ 
Applications of .. تطبيقات‎ 
Properties of .. خواص‎ 


Conformal transformation 
تحويلة حافظة للزوايا الموجهة‎ 


زاوية دوران ل ... Angle of rotation of‏ 
المعكوسة الحلية ل ... Local inverse of‏ 
المعامل القياسى ل ... Seale factor of‏ 
مرافق Conjugate‏ 
.. عدد مركب Complex‏ 
... توافقى Harmonic‏ 
فئة مفتوحة مترابطة Connected open set‏ 
اتصال Continuity‏ 
كفاف : Contour‏ 
تقلص أو إنكماش أو تصغير Contraction‏ 
تقارب متتابعة Convergence of sequence‏ 
تقارب متسلسلة Convergence of series‏ 
دائرة التقارب للمتسلسلة Circle of‏ 
التقارب المنتظم للمتسلسلة Uniform‏ 
نقطة حرجة Crittcat point‏ 
Curve wow‏ 
مغلق بسيط Simple closed‏ 
نظرية ديمواقر De Moivre’s theorem‏ 
مشتقة Derivative‏ 


تحقق وجود ( أو كيدونة ) Existence of MAN‏ 
صيغ التفاضل أو الاشقاق  Differentiation formulas‏ 


Diffusion انتشار‎ 

Dirichlet problem مسألة دريشلت‎ 
for disk للقرص‎ ... 
for half-plane أنصف المستوى‎ ... 
for quadrant لربع المستوى‎ A 
for rectangle للمستطيل‎ ... 
for region exterior to circle لخارجية دائرة‎ ... 
for smicircular region نصف دائرية‎ died ... 
for strip لشريحة‎ 

Domain نطاق‎ 
of definition of a function تعريف دالة‎ ... 


Multiply connected متعدد الترابط‎ ... 


تحويلة ... 
ديناميكا الموائع ( أو السوائل ) 
دوال زائدية 


متطابقات ال ... 
معكوسات ال ... 
أصفار ال ... 
صورة نقطة 
الصورة العكسية لنقطة 
انحور التخيل 
دالة دفع 
تكامل غير محدد 
تكامل 


قيمة كوشى الأساسية لل ... 


تقاطع النطاقات 
معكوس دالة أو الدالة العكسية 


الصورة العكسية لنقطة 
معكوس نقطة 
تعاكس 
دوال غير قياسية 
سطوح رمان ل ... 
سريان لا دوراق 
راسم حافظ للزوايا 
نقطة شاذة معزولة 
أصفار معزولة 
متساويات درجة الحرارة 
قوس جوردان 


نظرية منحنى جوردان 
تهيدية جوردان 


Che‏ وکوسکی 


متطابقة لاجرانج المثلثية 
معادلة لابلاس 

... متسلسلة لوران 
... منحنيات مستوية 
iy‏ 


aMs 2. 


قانمة المصطلحات العلسية امم 
Transformation of‏ ... تحليلية Analytic‏ 
Beta ty ... Hydrodynamics‏ 
Hyperbolic functions‏ ... محدودة Bounded‏ 
Branch of ees‏ 
Identities for‏ ... متصلة Continuous‏ 
Inverses of‏ ... قابلة للتفاضل أو الاشيقاق Differentiable‏ 
Zeros of‏ نطاق تعريف ... Domain of definition of‏ 
Image of a point.‏ ... شاملة Eatire‏ 
Exponential ad... Inverse‏ 
Imaginary axis‏ ... توافقية Harmonic‏ 
Holomorphic aus ... Impulse function‏ 
Indefinite integral‏ ... زائدية Hyperbolic‏ 
ou Integral‏ دفع Impulse‏ 
... عكسية ( أو معكوس ... ) Inverse‏ 
Cauchy principal value of‏ ... غير قياسية ( أو ... غير كسرية ) Irrational‏ 
Limit of .. Ogle Definite‏ 
Linear ibe... Indefinite‏ 
Linear‏ ... لوغاريتمية Logarithmic‏ 
real, Evaluation of‏ ... متعددة القم Multiple-valued‏ 
Interior point‏ ... متصلة قطعة قطعة Piecewise continuous‏ 
Intersection of domains‏ الجزء الأساسى من Principal part of‏ 
Inverse function‏ مدى Range of‏ 
Inverse image of point‏ ... قياسية ( أو كسرية ) Rational‏ 
Invers epoint‏ ... حقيقية ( أو ذات J‏ حقيقية ) Real-valued‏ 
Inversion‏ ... اليار Stream‏ 
Trigonometric de... Irrational functions‏ 
Riemann surfaces for‏ ... منتظمة الاتصال ... Uniformly continuous‏ 
Value of ... Led Irrotational flow‏ 
Isogonal mapping‏ أصقار ال ... Zeros of‏ 
Isolated singular point‏ متباينات دالية Functional identities‏ 
Fundamental theorem of algebra Isolated zeros‏ 
Isotherms‏ النظرية الأساسية للجبر 
Jordan arc‏ 
متسلسلة هندسية Geometric series‏ 
Jordan curve theorem‏ جورساه . ! Goursat, E‏ 
om Jordan’s lemma‏ ميل Gradient‏ 
Joukowski airfoil‏ دالة جرين Green’s function‏ 
نظرية جرين Green’s theorem‏ 
Lagrange’s trigonometric identity‏ 
دالة توافقية Harmonic function‏ 
Laplace’s squation‏ مرافقة . Conjugate of‏ 
maximum and minimum values of Laurent series‏ 
Level curves‏ القم العظمى والصغرى ل ... 
Limit‏ ...ف ربع ا مستوى in quadrant‏ 
of function‏ ... فى نصف دائرة in semi-circle‏ 


روم المتغيرات المركبة وتطبيقات 


Picard’s theorem 


نظرية یکارد 


Piecewise continuous functions 
دوال متصلة قطعة قطعة‎ 


Point at infinity نقطة اللانهاية‎ 
Neighborhood of ... جوار ل‎ 
Poisson integral formula صيغة تكامل بواسون‎ 
for disk لقرص‎ ... 
for half-plane لنصف مستوى‎ ... 
Poisson integral tranform تحويلة تكامل بواسون‎ 
Poisson kernel قلب بواسون‎ 
Poisson’s equation معادلة بواسون‎ 
Polar coordinates احدائيات قطبية‎ 
Pole قطب‎ 
Order of ... درجة‎ 
Simple در عشي‎ 
Poles, number of الأقطاب‎ ode 
Polynomial كثيرة حدود‎ 
Potential Ler 
Complex مركب‎ ... 
Electrostatic الكهرباء الساكة‎ ... 
Velocity السرعة‎ ... 
Power series ) متسلسلة أسية ( أو متسلسلة تحوى‎ 
Cauchy product of عضروب كوشى ل‎ 
Convergence of ... تقارب‎ 
Differentiation of ... تفاضل‎ 
Division of ... قسمة‎ 
Integration of ... تكامل‎ 
Multiplication of ... ضراب‎ 
Uniqueness of .. وحدانية‎ 
Powers of numbers قرى الأعداد‎ 
Principal part الجرء الأساسى‎ 
Pressure of fluid ضغط سائل‎ 
Principal value القيمة الأساسية‎ 
of argument للسعة‎ ... 
Cauchy قيمة كوشى الأساسية‎ 
of logarithm لدالة اللوغاريم‎ ... 
of powers لقوى الأعداد المركبة‎ ... 
Product of power series حاصل ضر ب متسلسلات أسية‎ 
Pure imaginary number عدد تیل‎ 


معادلة من الدرجة الثانية 
قسمة المسلسلات الأمية 


Quadratic equation 


Quotient of power series 


مدى الدالة Range of function‏ 
دالة قياسية ( أو كسرية ) Rational function‏ 
احور الحقيقى Real axis‏ 
اتعكاس Reflection‏ 


of sequence هتتابعة‎ ... 
Line integral تکامل خطى‎ 
Linear combination be ارتباط‎ 
Linear fractional transformation 
تحويلة خطية كسرية‎ 
Linear functions دوال خطية‎ 
Linear transformation تحويلة خطية‎ 
Liouvilte’s theorem نظرية لوافيل‎ 
Local inverse معكوس محل‎ 
Logarithmic derivative التفاضل اللوغاريتمى‎ 
Logarithmic function دالة لوغاريتمية‎ 
Mapping by الرسم ا‎ 
Principal branch of ... الفرع الرئيسى لل‎ 
Principal value of ... القيمة الأساسية لل‎ 
Riemann surface for ... لك‎ Oley سطح‎ 
Maclaurin series متسلسلة ماكلورين‎ 
Mapping ) راسم ( أو تطبيق أو رسم‎ 
Conformal للزوايا الموجهة‎ bie ... 
by exponential function الرسم بالدالة الأسية‎ 
Tsogonal حافظ للزوايا‎ ... 


by logarithmic function 
الرسم بالدالة اللوغاريتمية‎ 
one-to one أحادى‎ ... 
of realaxis onto polygon 
رسم انحور الحقيقى فرق مضلع‎ 
by trigonometric functions 
الرسم بالدوال المثلثية‎ 


Maximum & minimum values 


القم العظمى والصغرى 

Maximum principle قاعدة القيمة العظمى‎ 
Modulus مقياس‎ 
Morera, E. Ye هوريرا‎ 
Morera’s theorem موريرا‎ & 
Multiple valued function دالة متعددة القم‎ 
Multiply connected domain نطاق متعدد الترابط‎ 
Neighborhood he 


فترات متداخلة أو هعضشة Nested intervals‏ 


مربعات متداخلة أو معششة Nested squares‏ 


Neumann problem مسألة نوى مان‎ 
for disk للقرص الدائرى‎ ... 
for half-plane مستوى‎ aad... 
for region exterior to circle لخارجية دائرة‎ ... 
for semicircular region لنطقة نصف دائرية‎ 

Open set فة مفتوحة‎ 

Permanence of forms الصيغ‎ ou 


rod قانمة الممطلحات العلمية‎ 
Reflection principle قاعدة الانعكاس‎ Stagnation point نقطة ركود‎ 
Region منطقة‎ Stereographic projection اسقاط استريوجراق‎ 
Removable singular point نقطة شاذة مزالة‎ Stream function دالة التيار أو دالة السريان‎ 
Residue theorem نظرية الباق‎ Stream lines خطوط التيار أو خطوط السريان‎ 
Residues البواق‎ Successive transformations تحويلات مستالية‎ 
Applications of .. تطبيقات‎ Table of transformations جدول التحويلات‎ 
at poles عند الأقطاب‎ ... Taylor series متسلسلة تايلور‎ 
Riemann, G.F.B ریان » جى . أف. ب‎ Temperatures, steady درجات الحرارة المستقرة‎ 
Riemann sphere كرة ران‎ in cylindrical wedge فى وتد اسطوانی‎ . 
Riemann surfaces Oley سطوح‎ in elliptical plate فى صفيحة ناقصية‎ ... 
Riemann’s theorem Ole, نظرية‎ in half plane فى نصف مستوى‎ ... 
Roots of numbers جذور الأعداد‎ in infinite plate صفيحة لانهائية‎ J 
Rotation دوران‎ in quadrant ربع مستوى‎ 5 
Angle of .. زاوية ال‎ insemi-cifcatar plate فى صفيحة نصف دائرية_‎ ... 
of fluid سائل‎ ... in semi-infinite فى صفيحة نصف لانائية  )هام‎ ... 
Rouche’s theorem نظرية روشيه‎ in strip فى شريحة‎ .. 
Scale factor معامل قياسى‎ Thermal conductivity البو صيل الحرارى‎ 
Schwarz, H.A. شفارتز , إتش . إيه‎ Transformation تحويلة‎ 
Schwarz-Christoffel transformation Bilinear ثنائية الخطية‎ ... 
تحويلة شفارتز - كريستوفل‎ Conformal حافظة للزوايا الموجهة‎ ... 
on degenerate polygon على مضلع متحلل‎ ... Critical points of النقط الحرجة ل‎ 
onto infinite strip فوق شريحة لانهائية‎ ... Integral تكامل‎ ... 
onto rectangle فوق مستطيل‎ ... Linear خطية‎ ... 
onto triangle فوق مثلث‎ ... linear fractional خطية كسرية‎ 
Schwarz integral formula صيغة تكامل شفارتز‎ Schawrz-Christoffel شفارتر - كريستوفل‎ ... 
Schwarz interal transform تكامل شفارتر‎ Lyf Transformations تحويلات‎ 
Sectionaly continuous function Successive متالية‎ . 
دالة متصلة اتصالا قطعيا‎ Table of جدو لال‎ 
Sequence متتابعة‎ Translation las! 
Series متسلسلة‎ Triangle inequality المتبانية المثلثية‎ 
Geometric هندسية‎ ... Trigonometric functions دوال مثلنية‎ 
Laurent لوران‎ ... Identities for .. متطابقات لل‎ 
Maclaurin ماكلورين‎ .. Inverses of .. معكوسات ال‎ 
Power ) أسية ( أو ... قوى‎ .. Mapping by bas الرسم ب‎ 
Taylor تايلور‎ .. Zeros of .. أصفار ال‎ 
Simple closed contour sang: كفاف مغلق‎ Unbounded set غير محدودة‎ ad 
Simple closed curve منحنى مغلق بسیط‎ Uniform continuity اتصال متظم‎ 
Simple pole قطب بسيط‎ Uniform convergence تقارب منتظم‎ 
Simply connected domain Union of demains اتحاد النطاقات‎ 
Singular point Unity, roots of جذور الوحدة‎ 
Essential Vector field اتجاهى‎ Je 
Isolated Vectors متجهات‎ 
Removable Velocity of fluid سرعة السائل‎ 
Sink Velocity potential جهد السرعة‎ 
Source Weierstrass, theorem of نظر ية فاير شتراس‎ 


ru‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


Zeros of functions أصقار الدوال‎ Nuasber of ... علد‎ 
Isetated ينيك أصفار منعزلة للدوال‎ 0 ... Ady 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 


https://archive.org/details/@hassan_ibrahem 
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